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L Die Dlflbrenzialqaotlsiiten der geozentrlsoheo BektaBoenslon tind 
Deklination naoh. den EÜementen. 

Die Ableitung dieser Differenz ialquoti enteil in der Art, wie sie unsere Lehrbücher dar- 
' bieten, läßt insofern einiges zu wlinsciien übrig, als sie weitläufig ist uod HUlfsgrOßen einftlhrt, 
deren ZuBiunmenbang mit dem Problem niclit ersichtlich ist. Man bedient sich daher in neuerer 
Zeit vielfach der Schönfeld'schen Formeln (Astr. Nachr. Buid rij), die zweifellos viel 
eleganter sind, iiber doch auch nüc^li Ilültsgi-Ößen ;■, g, /, g' enthalten, die trotz ihrer einlachen 
geometrischen Bedeutung zunächst gezwungen erscheinen. Daß das Problem selbst Httlts- 
grOßen darbietet, die tu seiner Natur begründet sind, scheint zuerst Kowalski (Rech. astr. 
de rObs. de Kasan 1859} vennufet zu haben; es sind ihm aber bei einem Element, dem Knoten, 
Schwierigkeiten entgegen geti-eten, dm-ch deren gewaltsame Beseitigung die eigentliche Be- 
deutung seiner Darstellong vcrdecl^t wuj!d.e.- Bit*»' Schwierigkeiten vei-schwinden und die 
eigentliche Gmndfonn der Gleicliuiigen kommt zum Vorschein, sobald man an Stelle der ge- 
wöhnlichen Differenziale <(Q, di, dm die Schönfeld'schen Difterenziale dz, dl, d» einführt. Die 
dann erscheinende Grundfomt hat zuerst Th. Clausen (Ci'elle'sches Jonm. Band VIT, S. 108) 
und dann Kadau (Bull. astr. t V. 1888) in einer schönen Abhandlung angegeben, deren 
Inhalt aber wolil wegen der knappen Darstellung wenig beachtet worden zu sein scheint. 
Ich erlaube mir daher im folgenden auf den Gegenstand zurückzukommen, indem ich 
eine andere Ableitung der Formeln gebe, ihi-e einfachste Form für den Gebrauch auf- 
stelle und zeige, wie die Scliönfeld'sche und die Tietjen'sche (Bert. Jahrb. 1878) F'orm ans ihr 
abgeleitet werden kann. 

Zuerst Überzeugen wir uns, daß die Kinfühmng der Difterenziale dx, di, df einfacher 
und allgemeiner, als von Schönteld gescliehen ist, begründet werden kann. Der größte Kreis, 
der auf der heliozentrischen Sphäre die Bahnlage bestimmt, sei gegen die Ekliptik dtirch die 
IJtnge seines Knotens S> und seine Neigung gegen dieselbe (, gegen den Aeqnator durch die 
entsprechenden Stücke T.' und i' gegeben; der Punkt, der die Richtung des Perihels der Bedin 
angibt, stehe von den beiden Knoten um <u bezw. m' ab, so daß zwischen Ekliptik und 
Aequator das Stück m' — 0» der Bahn enthalten ist. Werden auf das von den drei größten 
Kreisen: Ekliptik, Aequator, Balm gebildete sphärische Dreieck die Dißerenzialformeln der 
sphärischen IMgonometrie angewendet und wird dabei das Ditferenzial der Schiefe der 
Kkliptik gleich Null gesetzt, so erhält man: 

d (ti'— Ol) =T 

di = 
sin i dSi =■ ■ 

oder nach leichter Umformung: 



iMBidil — CfMüdü' 




cos (»'-«)<!(' + sin («■ - 


-lu) Bin .•*!»' 


sto(«'-«)df + C08(lP'- 


-«.Jslni'dO 



iviaasöyi 
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cf<u + cos i dSi t^ dni' + coBi dQ' =dx 

u di — cos <u sin t dSi = sin w' df — cos o-' ein i' dSi' ~ di. 
ndi + sin 0) sinVdß^cosft.'rff + sin oi'sln i' dCÜ = dp 



Diese drei Kombinatiouen, die wir mit dx, dl, dy bezeichnet liaben, sind also unab- 
liäiigig von der FundamentalebeTic, auf welclie die Elemente der Balinlage bezogen werden, 
d. h. sie baben fUr alle durch den FrUhlingspmikt gelegten grttHten Kreise denselben Wen. t> 
empfiehlt sich daher, sie an Stelle der du, ili, dQ, welche vom Koordinatensystem abhängig 
sind, in die Differenzialioimeln eiuzuIUhren, umsomelir als sie sich bei der Ableitung dieser 
von selbst darbieten und als man dadurch von einem bestimmten Koordinatensystem eben»» 
unabhängig wird, wie betreff der übrigeli Elemente. Nebenbei sei bemerkt, daß aucli die 
Formeln für die Berechnung der Störungen in den Elementen bei Beimtzung der Differenziale 
(fx, dl, d* nicht nur allgemeiner werden, da sie vom Koordinatensystem jetzt wie di« Übrigen 
Elemente unabhängig werden, sondern auch noch einfacher; man erhält n&mlich in der be- 
kannten Bezeichnongsweise: 



tiÄ— fn- 'J sinoiSj 



— = , cos w (T. 

dt fl »' MM tf 

Des Zusanmienhanges halber werde jetzt die Ableitung der Differenzialfonneln von 
Anfang an vorgenommen. In Bezug auf ein beliebiges Koordinatensystem seien p, «, 8 die 
geozentrischen, r, a, d die heliozentrischen I'olarkoordinaten des llaneteu, x, y, t die rechi- 
winkligen heliozentrischen Koordinaten des Planeten, X, Y, Z die der Eide, dann folgt aus 

e cos dc08U = X — X 

f cos 3 sin it = y — F 

p sin 3 = « — Z 

durch IHfferenziation. wenn die Differenziale von X, Y, Z gleich Null gesetzt wei-den : 

(1 cos 3 d« -= — sin « ■ da: + coB « ■ dy 

(> d ^ i:^ — sin 4 (cos a ■ da: + sin « ■ dy) + cos ö ■ d« 
dp =- cos i) (cos « da: + sin « ■ dy) + sin 3 ■ da 
da;, dy, dt ergeben sich aus den Gleichungen; 

a; = r(cos(i' + B.'}co8Si'— sin (u + «»') sin (i'cosi*) 
V = f (cos (f + w') sin ß'+ sin (v + *') cos ft' cos «') 
t = r sin (f + <»') sin i', 

in denen sich w', Sä', »' auf dasselbe System beziehen, wie die Kooixünaten, und v die. wahr*' 
Anomalie bedeutet. Nach einer leichten Umformting der direkt differenzierten Ausdrücke 
wobei sich die Kombinationen dx, di, d* von selbst einstellen, wird erhalt*'n, wenn noch 

do-f-dx ^dw 
gesetzt wird: 
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dx~' de — r (sin (u + ••') cos ß' + cos {v + qj') sinQ! cos l)dw 
+ r cosi'siu ß'sini' ■ «ii + rsin u sin Si' sin i' ■ d» 

((y = ^dt — r(8in{f + «') sin ß' — C08(«' + m') aoeQ,' cm O fite 
— r cos V cos ß' sin »' • di — r sin v cos ß' sin i' ■ d* 

dr« ' dr + r co8 (f + •>') sin i" ■ dw-\- rcoBvCOBi ■ d'-l-rsin v cosi'd''. 

Wird dies oben eiugetratj:en, so lolgt nach einer selbstverständlichen Zusammeiizieliung: 
;eosfl<Ia= (-•-8in«+|;cosa)'*; 

+ (sin (v + *.') sin {« — ft') + cos (« + *•') cos (« — ß') cos i") dw 
— coB (b — ß') sin i* (eoB c dl + sin v d») 

* d<t = (— * C08 « sin () — - Bin (I sin * + - coß<j] — 

+ Kßin («+»') co8(K—ß')~<^<*'*(''+'"')sin(rt—ß')po8J'(sin9+co8(i'-f-«'')sinJ'coflflJdtc 
+ (sin {o — ß') sin r sin Ä + cos f cos Ö) (cos v di + sin v d »•) 

"/ = (;; C08«C083 + ^Bin«c083 + ; 8in3)^' 

+ f(— sin(f+0'')co8(K— ß')+cos(ti+(u')Bin{rt— ß')cos^■)co83^-co8{l'^-ftl')8int-8in3|dw 
^- (— sin (« ~ ß'j sin i" cos 8 + cos i" sin fl) (cos f di + Bin !■ d»). 
Die Faktoren von "", du; (cosvdl + sin tdi) lassen eine einlache Deutung zu. In 

einem Koordinatensystem, dessen erste Aciise durch den heliozenttlschen Ort Hr des Planeten 
geht, dessen zweite Achse //- 90' vorwMrts in der Bahnebene liegt und dessen dritte Achse 
durch den Nordpol /f. der Bahn geht, nennen wir (J, H, xl die Winkelentfemungen des geo- 
zentrischen Ortes ö'' von diesen Achsen und •/'„ </'„ '/'. die Positionsivinkel derselben mit dem 
durch den geozentrischen Ort G'- gelegton Üekiinationskreis eC? des I-^indamentalBystems, alle 
in derselben Richtung von der Nordseit« nach Osten gezAhlt. Dann tolgt erstens, wenn a, d 
die Koordinaten von B,, c, S jene von C genannt werden und wenn 

- = cos d cos a 

" = cos d sin a 

* = sin d 

beachtet wii-d, aus dem Dreieck gG^H, (man sehe die Figur am SctiluQ, die auch für alle fol- 
genden Entwicklungen gilt): 

- cos d sin (« — al ^ sin (J sin *l', 

- sin «J cos d cos (« — a) + cos 3 sin d = sin j;^ cos '/', 
h cos S COB d cos (« — a) + sin 3 sin d = cos jf. 



^ sin « -t- ^ cos « 




■ COS siu fl — " sin u sin a + ' 


- COB 3 


' cos « COS Ä + " sin a cobJ -+- ' 


' sin 3 
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Ferner zwcitenß, wenn ai di die Koordinaten von ff, genannt werden und beaobt^t 
wird, daß der Abstand von ff. vom Knoten t + <»' + 90" beträgt, also 
coB dl cOB (oi — Si') = — sin (v + »') 

cos dl Bin (oi — Q,') = COB (v ■+■ v>') cos f 
Bin dj = cos (u ■+■ m') sin i* 
wird, aus dem Dreieck sG^H.: 

sin {v -)- «') Bin (k — ß') + cos (f 4- bj') cos (« — Q') cob i" ^ coB rfi sin (m — «) = sm ;^ sin </'„ 
(Bin iy -4- 0.') cos (« — Q') — cos {v + a.') sin ( « — fi.') cos *' ( sin A + cos (<- + *>■) sin T cob S 

= — cos dl sin S cos (oi — «) + sin d, cos fl = sin j;]; cos '/'_ 

— (sin(i>+ Ol') cos {« — Ji') — COB (f -(- 0,') sin (« — £J') c*>k ('1006 3 + cos (i'+ »'j sin i" sin S 
= COS dl CO» S COB («1 — '<) + Bin di sin 3 - - cos x^- 

Kndlich drittens direkt aus Dreieck zO'-H,: 

-~ cos (n — S^') sin i = sin i'- sin •/'. 
sin. (« — Sfi') sin i sin 3 + cos i cob 3 = sin xl cos •■/•, 

— sin {« — fl,') sin t' cos 5 + coa i' sin 3 = cos xl- 

Damit nehmen imsere Differenziidformeln, wenn wir auch nocli zur Abkili-zun^^ 
cos V dl + sin V dv = dn 
setzen, folgende Gestalt an: 

^ cos Sda = sin z? siii '''' ' + ^iu Xi sin 'K dw -\- sin n sin •/'. du \ 

'' d3 = sin iJcoB '/', '+i(in j;p cos '/vdM- + sin jP cos '/'„dn > . , . 'A) 

do ,dT . , , , \ 

- ■ — cos X'- + COS •/'■„ die + cos /'; du ) 

welclies die von Kowalski ei-Btrebto aber nicht völlig eneichtc Form ist. 

Die Faktoren der Gl. (A) lassen eine noch einfachen' Interpretation zu. Logt man 
dm^ch ff? einen größten Kreis senkrecht zu zG'- und nimmt auf demselben den Punkt C 90" vor- 
wärt« an, nimmt dazu den nördlichen Pol G^ des größten Kreises G'^ ff*, so hat man in dem 
Koordinatensystem G' G' &■ ein dem System ff, ff,, ff, analoges; nennt man, wie bisher, die 
Winkel zwischen den Aclisen ff,, ff«, ff, 

und der Achse G' f,> l'i,' fl 

femer die entsprechenden Winkel der Aelise C tl^ f.j 7l 

und der Achse G'' zj- J[l> zj. 

so sielit man aus leicht zu ermittelnden Dreiecken, daß 

sin x\ sin '/'r = cos j; sin j;° sin '/'„ ^ cos xt, sin /; sin '/'„ = cos xl 

sin i> cos */', ^- cos x'; wn Z^ cos '/'„ -^ eos x'^ sin j[° cos '/', - cos x!;, 

und daß daher die Gl. (A) wie folgt gescliriehen weiilen kOunen; 

' eo.s 3 du -- cos xl ■+■ eos Xl dw + cos xl ''*» 1 

^ d3 = COSZ^-'^+COS)^lZtt:-(- COS/Jd« ' (B). 

diif^cos;;^ "^-f- cos j;P dic + cOBjjf dn ' 
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Man wird dies als die. \ormalform lier DiHei-enzialgleichuiigpn der BaluiverbesBeruiig 
bezeichnen können. Sic ist von Clausen iind von Radau aufgestellt worden .und zwar 
auf dem folgenden direkten We^e: Wenn der heliozentrische Ort deK Planeten variiit und die 
Variation auf drei Aelinen pnyiziert wird, von den<.'n di<! eine in der Kichtung des Radius- 
vektoi-s, also H,, die zweite in der Bahn und 90" vorwärts, also ff^, die dritte in der Richtung 
des Poles, alsoH^, liegt, bo läUt sicli der Betrag dieser Pi-ojeküonen leicht angeben. Ist H' 
der variirte Punkt und bezeichnen wir die genannten Projektionen mit fir, rdw und rdn, so 
sind dw und i(n die Winkelbewegungen, welche der Punkt in den Ebenen B,fl, und H,H, 
gemacht hat. Diese lassen sich durch die Variationen der Balm ausdrücken. 




Schneiden sich die vorgelegte und die verbesserte Bahn AB und BH' in C und trügt 
man CA^ K auf der variirten Bahn ab, so daß CO^ K wird, so folgt aus Di-eicck ABO, da 

ABr^dii 

OB^coBidQ. 
Ist J der gegenseitige Winkel der Bahnen, so winl im Knotendreieck 
sin J sin K ^ . sin (i -f dt) sin dft 

sin J^cos Ä = — cos (i ■+- di) sin i ■+■ sin {* + di) eos i cos dQ. 
= sin di, 
wenn coBds? — i gesetzt wird. 
Femer ist 

CH'— Ofl'— Ä = v + di' + w + d« + cosidR — Ä 
= dti + d« + cos »dß + CB. 
Werden die Cosinus der Difterenziale = i gesetzt und beachtet, daß J von der Ord- 
nung der Differenziale ist, so wird 

tg(CB') = *^^^=ieCF, 
alBo CH' = CF, mithin 

dw^CF—CH=dt> + d<o-i'CosidQ.^df + d«. 
Femer ist (du = FB') 

sin dn = sin /sin CB'- sin Jsln (OB'— S) 
oder 

sin dn = sin J cos ?rsin(OH')~ sin /sin A' cos (OZ/'). 
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In den mit sin J mnltiplizferton Gliedern kOnnen nir OH' — » + c seteen, (übo ; 
sindti* sin dl sin (w + v) —-sin i sin ti^2cOB(ix i-t') 
oder 

dn =^ sin (<u + >0 rf' - sin i cos (« + f) dS? 

d« = cos 1' (sin tti di -~ ciis w «in ( dQ) + sin v (cos w di + sin • uin i dß) 

dn ~ cos ti dl + sin n rfr. 

Die Verschiebung des licHozentriselien Ortes hat eine solche des gfeozentrischen zur 
Foigf, die^wir ihrerseits auf die Achsen ö? ff" O* projizieren. Der Betrag dieser Projektionen ist: 
dq p cos d da pdA. 

Prtyizieren wir aber aocii die Vorscliiebungen im System H. H, H., nämlich dr, rd«. 
rdn auf die Achßen G^ G" G'^, so werden wir in diesen Achsen folgende Summen von Pro- 
jektionen haben: 

cos xl dr + cos xl rdw -+- cos xl '"<*'' i" C 

co8);;dr + co8j;^»dH^ + cosi;rdw in ^ 

cos j*dr + cosxJrdM. -t-cosjtjrdn in ff* 

und da diese den entsprechenden Verschiebungen de, ecosJdu, pdfl gleich sind, erhalten wir 

tmmlttelbar die Gl. (B). 

Die Verschiebungen de, (»cosÄdo, adS einerseits und dr, rdw, rdn anderereat.« 
kOnnen, wie hier «ut die Achsen G'' ff" ff', auch auf die Achsen beliebiger anderer Koordinaten- 
systeme pr<yiziert werden, wodurch neue Relationen zwischen den geozcntrlBchen und helio- 
zentrischen Verschiebungen entstehen. Wir werden darauf unten zurückkommen. 

Die Gleichungen (A) haben wir erhalten, indem wir die RichtungscosinuBSe von G> im 
System Br R~- n„ und die Position awinkel der entsprechenden Bogen mit zG- eingeltthrt haben. 
Ks liegt auf der Hand, daU wir auch hatten die zu den I'unkten G' und C^ gehörigen ent- 
sprechenden Größen einlHhron können, aber die daim entstehenden Relationen hätten eich in 
ilii-er Fonn nicht von den Gl. (A) unterschieden. Dagegen erhalten wir Gleichungen anderer 
Form, wenn wii- umgekehrt die einen I'unkt H im System Qf Q' Cr- bestinmienden GrüUen ■ 
wählen. Nennen wir die Bogen H, ff'-, ff. ff', ff. ff' noch wie vor i^, j;, j;J, führen aber anch 
noch ihre Positionswinkel von ff. e ans gemessen ehi: />, 1"', F'-, so erhalten wir aus den 
Gl. (A) oder (B) — am schnellsten aus den letzteren — mit Benutzung leicht ersichtlicher 
Dreiecke und Beachtung, daü der spliärische Winkel tff. ff« gleich dem Bogen SJff, gleich 
«.'+11 ist, 

-cOBÄd« = sin):;sin(r^+ w'-H v) +8in):;co8'(r'+ ai'4- ti)dw-t- cosjijdn \ 

^ di^ sin i\ sin (r*+ ta' + «) *" + sin xl cos (H + «j'-f v) die + cos xl dn \ (C). 

-i dp = sin ;rp sin {r^-t- »'-m') *" -t- sin j;; cos (r? + a>'+ t)du: + eosj;f;dn 1 

Das ist die Fonn, auf welche ScIiBnfeld zuletzt seine Gleichungen gebracht hat 
(vergl. Gl, (19) in A. N. Bd. 113 8. 73); sie ei-xchehieu hier nnter einem andeivn Gesiclitspnnkte. 
Die Sohönfeld'schen Hülfsgröüen ;■, ;■', g, g' sind hier mit x^, ^i, /'' + m\ H + a,' bezeichnet noii 
haben auch dieselbe geometrische Bedeutung, wie man leicht erkennt, wenn man die Hogien 
zwischen zwei Punkten durch die sphärischen Winkel zwischen den entsprechenden Polkreis*'« 
und umgekehrt ersetzt; hier ist ihre (dlgcnieinere Beileutung aufgedeckt. 
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Wir liahßii in unsoror Aufslelhiiiff rler drei Formen (A), (B), (C) <lie Fonn (B) aus f A t 
nb^flci\ci und (tann (C) aus (B); es vorsteht nicli alK-r von selhüt, dalt wir umgekehrt (A) aus 
(B) ableiten kfinneii, so datt ans der N'ormalfonu (B), deren selbatHndige Ableitung wir gezeigt 
liaben, die beiden Formen (A) und ((') fiieElen. 

Aus den Formen (A) und (C) lilßt eioli eine ganze Reibe weiterer ableiten, die je nach 
dem verfolgten Ziel besondere Vorteile darbieten. Wir wollen dieselben kennen lernen. 

Aas(A) folgt durch eine leicht erkennbare Operation: 

■ (cos '/'„ cosö'/« — sin 'l'.dS) ^sin z'si'i ('''■ — '''■) -h fia j^^ain i'l'^—'l',](l w 1 

^- (sin '!>. cos SiU + cos '/'„ <ld) = sin j;? cos ('!', — '/',)''''-!- ain );pcos('/>..— '/>„)</«> + sinj:? dn ) (D). 

rfp=COfllJ '^ + C08j;P(ittH-C0S;[[;(i/l ) 

Dieae Gleichungen kOnnen sofort auf eine einfachere Weise geschrieben wei'den, aus 
der sich ihre Wichtigkeit ergibt. Wenn wir statt der Koordinaten u=xeG'' und 90"— 3=«G'- 
des beobachteten Punktes d'- Koordinaten einführen, deren Fnndamentalebene die Bahnebene 
Jfrfft und deren Pol IL ist und dieselben 



Winkel HrH.G--^ 



und HnG^mmXl 



nennen, so I 
gonometrie, 



1 dem IJreieck aff.ff' durch die Ditlerenziatfonneln der sphärischen Tri- 
ir nur den Punkt 6= variiren, 

coalifa r^ — ein '/'. li /; -i- cos '/»„ sin;ri'^'^ 
— ,ld=^ + cos 'IK ä xl-'r sin '/'„ sin x° "^V" 

cos '!>, C08 Siln — sin '/', dt = ein xldip \ 



\ COS S1IU + ens'/',, <i6 = ~)lil 
ie Dreiecke CB.U.. und G'-ff^B„: 
sin xl sin ('/', — '/'„) = — sin V 
ain ü? COS ('/'r — '/'.) = — cos i/j cos j? J 



cos^; 

sin ji^sinC/'. 

sinj;5^cos{'/', 

COSJ^ 



- cos tf> am xl 

= + COS fl 

— ain i/f COS xl 
= + »in 1^ sin xl 



Die obigen Differenzialtoi-melu gehen liicnnit ilber in: 

^ sin j;^((i;r = — sin \p — + cos ipdu: \ 

^ ilXl={-i- cos tp "" +nm \piltc)coaxl — »in x'^iln s . . . . {])'). 

liQ —{-t-coffip -''-t-sin V''tp)sin );? + eosj;^f7n ] 

Dies Bind mit den Modifikationen, welche durch die PMnfUhniQg der Differen^letftr 
und dn bedingt sind, die Gleichungen, welche Tietjen auf anderem Wege abgeleitet und 
1>ei seiner bekannten Bahnverbeaserungsmethode benutzt hat; er berechnet nuri/»/' und i';'; 
tlin^kl MUH den Koordinaten, wHln-end sie liier durch die Diffciinziide i/« und dH crhultcii 
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werden: miT dipsp Mftplichkeit hat UbriffMiR aurli pcIioii Watmin (Tliciir. Astr. R. 311) uurt 
Dr. Cernlli (Publ. flell' Oss. TeramoXr.al liingrwicwen. Das Charakteristisclip der Ot. (D) 
besteht daiin, daß in einer derselben rechter Hand eines der drei Üifferenzialo rfr, dw, dn 
zum Weg:!a]l gebracht ist, nämlich «f 11: es läUt sicli durch eine ganz Hhnliche Operation natttr- 
licli erreichen, daß rf« odert/r zum Wegfall gelangen. Man erhUlt so zwei weitere Gruppen 
von Gleichungen, deren Aufstellung hier unterbleiben kann, da sie von keiner praktischen 
Bedeutung sind. Da nünilich sowohl dr als dw die DifTerenziale der vier rein eUiptischeii 
ICleniente enthalten, so kann die Beseitigung eines der beiden zu einer Vereinlachung der 
schließlichen Gleicimugen nichts dienen. Die ersten Gleichungen aller (Gruppen sind: 

^ (cos3rf«cos '/',— ((3 sin '/v) =8inj:^sin('/',c~ 'l',)dw-^ Hiu^^sin (•/'. — '/',) dn 1 

*■ (cos J(7a cos'/',— .Main'/',) — sin ;.; sin ('/', — '/'-) '''' 4-sin):PBin (*/'.—•/'„) rf/i ) (Kl. 

'' (cosÖ(/«c08'/'k- ('3 sin '/'.) = sin jfPrtin ('/'r — '/'») -'" + sin j;^ sin ('/',— 'l'.)dv 1 

Links stehen die DiHerenziaie von Koordinaten, die sich auf Koordinatensysteme be- 
ziehen, deren Pole bez. ff-, ff-, B, sind. 

In ähnlicher Weise, wie wir hier mit den Gl. (A) operiert haben, kOnnen wir auch mit 
den Gl. (C) verfahren; etwas einfacher noch ergeben sich die entsprechenden Formeln, wenn mau 
zuerst von den Gl. (B) ausgeht und dann die UfUfswinket /' einführt. Unter Benutzung leicht 
ersichtlicher Dreiecke und der bekannten Relationen zwischen den 9 Riclitnngscj^siims e*>s x 
erhalt man: i,< »chtm» >*r Jt'f^e^tin eeS/n*S »n Mvf ^^ »"3 

" (cosj^cosäda — cos jM^jsi sin;(J (— 008(0+ w'+v) — -j-sin {Pf -\- iu' + i')d«') ] 



(F). 



■v)dn\ 



'' (cosi;cos3da-f-c08);5((3) ^ sin;i^C0s;;(— sin (rp+ w'+w) -'* — cos (/> + *>' + tf)rf«)) ' 

+ Kin Ji'sin ;[Prfn | 
' d(»«»Hin);;(Bin(/'?-h'u' + ti) -^ + cos(/"P+tu' + f)(/M')+cos/Pdn / 

Solche Gruppen kann man wieder zwei weitere aufstellen. Wii- beschränken uns 
daranf, die ersten Gleichungen der drei Gnippen zusammenzustellen: 

^(Bin]:jBin(r'+oi'+ii)cosflda— sin);;3in(r* + w'+i')d^) = — cos);Jdw+sinJ;fcos(^p+»'- 
^(8ina;5coH(/'*+^^l'+l')co8^da— Kin);;cos(r'+»'-t-v)(W)= cosj;? "" — sin);';sin(r?+Q>'+v)dB)((i). 
^ (cos j\ cos Sda—c^mx' dd'i = sin /p sin (0+ •'+ f) dw — sin n cos (rp+ <a'+ v) ' ] 

Diese Gl. (G) hat Kadau seiner Bahnverbessenrngsmethode il. c. S. 8 Gl. jj zn 
Grunde gelegt. 

Wir haben jetzt die wichtigsten Formen, die man den Differenzialgleichungen der 
Bahnverbesserung geben kann, kennen gelernt; es hat nicht den Anschein, als ob es noeli 
andere von praktischer Brauchbarkeit gebe. Noch deutlicher tritt dies hervor, wenn wir den 
oben erwähnten Clausen'schen Kunstgriff dec Projektion der geozentrischen und heliozentrischen 
Verschiebungen auf verschiedene Achsefi zur Ableitung der Fonnehi iiernnziolien. Wir 



_iv^v.'viv_ 



wollen (iio;iciiigt'n I*roJi'k Honen, die cinlgf Aufsicht aul Erfolg vcinprecben, ttitolclilich durcli- 
führen. 

i) Wir erhalten die Nuiiualfunn (B), wenn wir die VeitfchiebuDgen auf die Acliscn 
G'ff'ff' projizieren, wie die» oben bereits durcbgelUhrt wurde, 

j) Wenn wir auf die Achsen ff,H^ff. projizieren, so erscheine» die Gleichungen: 
dl- coH);J (it*-)- fosj["(icosÄrf«-i- COK/J pdÄ 1 

rdn = COSj[ldQ-+ COSjrJeCOS Sdu+ COB/Jpdö \ 

Dies sind lediglich die Uiukehrungeii von (H) «»d kUnnen auch direkt daraus abge- 
lesen werden. Zur Bahnverbeaserung k^innen diese Gleichungen nicht herangezogen werden, 
da df nicht bekannt ist. Sie sind aber zur Ableitung anderer Gleichungen verwertbar, z. B. 
ergeben sich die zweiten Gleichungen dt^r Gnippen (F) unmittelbar, wenn man in (H) dp durch 
seinen Wert au« (C) erttctzt usw. 

3) Wenn man auf eine Achue projiziert, die auf der Itichtung einer Vei'sehlebung 
senkrecht steht, so wird der Faktor dieser Verschiebung Null und dieselbe verschwindet aus 
der entsprechenden Gleichung. So verschwindet Ihr alle Achsen, die in dem Polkreis von d'- 
liegen, der Faktor von dp und es kann auf diese Weise die unbekannte Verschiebung dQ aus 
den Gleichungen entfernt wenlen. Offenbar kann man immer gleichzeitig zwei Vei-schiebungen 
in einer Gleichung zum Verschwinden bringen, indem man auf eine Achse projiziert, die dem 
Schnittpunkt deijenigen Polkreise entspricht, die zu den Richtungen der entsprechenden Ver- 
schiebungen gehören. Aus diesem Gesichtspunkte kOnnen zunächst die einzelnen Gl. (B) un<l 
(H) und somit auch (A) und (C) hergestellt werden; z. B. die erete tileichung in (B) 

(' cos ddec = COB X* dr -i- cos ]^ rdic ■+ cos X'k" 
entsteht, wenn man auf die Achse prQi'izieil, welche Schnitt der I'olkreise von G* und G'- ist 
d. h. auf ff", u. 8. f. 

Sodann kann man Je eine Verschiebung aus der ersten und der zweiten Gmppe zum 

\ei-bchwinden bringen. Von den hierdurch entstehenden neun Gleichungen sind Jene sechs, 

welche di> enthalten, fUr die Bahn Verbesserung ohne Bedeutung und sollen nicht aufgestellt 

werden. Nennt man N,, N,, N^ die ]*unkte, in denen sich die l'olktvise von G' und bezw. 

n^H",!!' schneiden oder sind K, N,r, N. die Pole der durch G^-H„ G'R^, Gflh gelegten 

grrOßten Kreise. 90 geben die IVojektionen auf diese drei Achsen folgende drei Gleichungen: 

cos (G'ffr) e cos Sdit + cos (G*A'r) QdS = cos {H„li.) rttw + v.m{H.Nr) nln 

cos {G'Ü.) c cos fl(/a + cos (G'ä.) cdS = eos {H,SJ) dr ■+■ cos (fl'.X) rdn 

cos (G'N.) (» cos d,li< ■+- cos (G*ff.) fdd = cos {BrN.) dr -t cos (ff^y.) rdw 

o«Ier, da </-Sr = G«A', — 90» u. s. f. 

cos (G'Jf,) C CO8 Sda + sin [G-N,] cd9 = cos (H„Nr) rdw — sin (ff„.V,) rd» J 

cos (G'Ä'Jt' cos dda + sin (6"Ä,)ed« =- sin {lf.N.)dr ■+• co&iJioN^)rdn ( (.1). 

cos (CA'.) g cos 3«?« + sin {G'N..) ßdd ^ cos (II.N^ dr •+■ sin (HrN.) rdw 1 

Werden diese Gleichungen der Keihe nach mit sinj:|:, siuiti;, slnj;^ multiptizieit, so 
erhttlt man durch leicht zu ermittfilnde Dreiecke die Gl. {('•). Dali sie unmittelbar identisch 
Bind mit den Gl. (E) sieht man aus der Figur. — 

Damit sind die jeweils ersten (ileicliungen der Gruppen, von denen (D) und (F) je 
einen Repräsentanten dai-stelhn, durch das l'r((iektionB-\'eriabreii ermittelt. Ka zeigt sieh zu- 
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{Tloicli die grOßere Einfacliheit der Gt. (D), indem die Gl. (G) einon überflüssigen Fnktor lait- 
halten , der durcli die Einftthrung dt^r UUlfswinkel F bedingt ist. Diese Ilültswinkel F sind 
aber nnr dann von Vorteil, wenn man die (il. (C) iinniittelbar verwendet, da sich dann die 
Glieder in den Elementen, die aus ' und ilw Iiervoi^elion , leictit vereinigen lassen. Dies 
ist bei den Gl. (A) nicht der Fall, weflhalb sich die Kintühning der Hüllswinkel '/' 
nicht empfiehlt, wenn man die da, <lb unmittelbar verwenden will; dagegen empfehlen sieh 
die '/', wenn man aul die Fonn (D) üborgehl, wie die sehr oinlaehen Gl. (I)') beweisen. 

4) Als letzte Achsen, auf die wir iirojizieren können, um für die Bahn verbesse rang 
nützliche Formeln zu erbalten, tnilen uns Jene entgegen, für die emtens wieder der Faktor 
von dp verschwindet und die also in dem l'olkreise von O'- liegen müssen, und welche 
zweitens die Eigenschaft halten, dall der Faktor einer der \'er8cliiebnngen dr. rdtc, rdn 
ein Maximum wird. Wir erhalten diene Achsen Ur, M„ M., wenn wir von H„ U,, H. die 
Ix)te auf den I'olkreih von G'- füllen oder waw dasselbe irtt, wenn wir die Schnittpunkte der 
größten Kreise fl-llr, U'li.., G-IL mit dem Polkreis von G-- aufsuchen. Da Xr. 2f^. N,. die 
Pole dieser grüßten Kreise sind, so sind die Winkel NMr. A\M^, A.K. Rechte und ff^ A'„ U.: 
O'^, Ä-, Mw\ G'% Ä,, if, bilden die Achsen dreier rechtwinkliger Koordinatensysteme. Die Pro- 
jektionen auf die Achten M^ M„ Af. geben die Gleichungen: 

eOB (ff-Jtf,) Q cos Sd« + cos (e^J/r) p<iÄ -- e^ (llrM.) dc-H eos{J/,W.)i-Wir-h eos {ll,Mr)rdH 1 
cos (G"Jtf,)e cos "''« + cos iG'-M,)Qdi ^ cos (i/,Jf.l./r + cos {U,M.)rdv! + cm(U.M,)rdn • (K). 
C08(Ö'Jl/v)ecosfltin + co8(e«if.)eriÄ--eos(7/,JlfJ,7,+eos(W.«,)r./w-+-eo8(//„Jtf„)r(/» ' 

Man überzeugt sich sofort, daß dies die zweiten Gleichungen in den drei Grappen 
sind, von denen wir eine in den Gleichungen (I>) (Kler {Fi angeschrieben haben. Wir haben 
<lamit eine für die Aufstellung der Bodingungsgleichungen der Balmverbessening wichtige 
Eigenschaft dieser Gleichungen kennen gelernt, nämlich, daß darin. je einer der Faktoren 
seinen Maximalwert angenommen hat, z. B. in der zweiten (il. (I>) der Faktor von iln. 
Hiermit sind sämtliche, oben auf anderem Wege abgeleiteten (ileichungeu noclmials 
aufgefunden worden und zwar halten wir dabei die Uebei-zeugung gewinnen können, daß 
es weitere brauchbarei'e Können nicht geben kann. Wir gehen daher jetzt dazu über, aus 
diesen Gleichungen die zwepk müßigste Auswahl für ilas Bahnverbesserungsprobleni zu treffen 
und die einfachst<- Bei'echnung der eingeführten IlUirsgrOtten zu zeigen. Klan wird hiei' zwei 
Fälle zu unterscheiden haben, je naelidem man auf der einen Seite der Gleichungen die 
Differenzen Beobachtung — Rechnung, alstt <i« und di^, ungeILn<h'i-t zu erhallen wünscht, 
oder zulässt, daß darauK Kombinationen gebildet werden. Im letzteien Falle ivird man nicht 
außer Acht lassen dürfen, daß die Gesetze der Ausgleiclning^n-elmung wenigstens dann gewahrt 
bleiben müssen, wenn man überschüssige (jleichungen einführt und das System aller (ileiehun- 
gen zusammen auflösen will; es müssi-n also dann immer auf der einen Seite der (ileiclmngen 
Ausdrücke stehen, die, wenn sie nicht direkt Diffei-enzen Beobachtung — Keehnung sind, so 
doch solche sein könnten, d. h. sie mUsKen sich für alle Gleichungen auf ein und dasselbe 
Koordinatensystem bezielien. Dieses letztere ist bei den Systemen |E) und (Gi nicht der Fall 
und diese haben daher auszuscheiden, ganz abgeselieu davon, dall ihi-e Fakloi-cn umfang- 
reichere Rechnung erfordern. 

Die Diflerenziale dr und du sind durcli ihre Ausdrücke in den Differenzialen der 
gewöhnlichen elliptischenil-^^lemente: dMo, df, dtf zu ei-setzen: da diese sowohl in dr als in 
dt! auftreten, so müsseil "die Faktoren von dr und de in den (ileiehungen so beschaffen sein, 
daß sie sich bequem zusammenziehen lassen. Das ist bei den Können (A) und (B) nicht <ier 
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Fall, wfihl aber bei den Foniien ((') und (W), weshalb wir du* trsteren zweokmäßij!: aus- 
iKihelden. Die Fomi (F) ist an uih) für sich nicht nngeei^et, nber ain int komplizieiter tun 
(,!>') und bietet »onst keine Vorteile. Ks bleiben also ai» zw<H;kinSßigste die Gl. (C) und (!>'), 
die den beiden oben charakterisierten Fällen entsprechen. 

Die DifTerenziale dit, ill, d' werden am besten in den tileiclmngen belassen und 
nicht durch tu', Si', i" ersetzt, denn ihre Faktoren sind die einfachsten, die Ueberiührung der 
Kkliptikat-Elemente m, Q, i in Uquatoreale ■»', €H i ntuU unter allen Umstünden gemacht werden 
und der Uebergang von i/x, ill, ilr aiil <li, dQ, iln oder ili, dQ!, dat' ist gleich einfach. Nach 
diesen Normen führen wir Jetzt die fll. IC) und (D'l ihi'er Kndfnmi entgegen. 

a) Die Differenziale iIk und ilS werden direkt beibehalten. 

Sind to, Mo, a, (p). /i, qi K]>oche, mittlere Anomalie der Epoche, große Halbaohise 
(Parametert, mittlere tägliche Bewegung und Exzentrizität^winkel der zu vorbesscniden 
Bahn, so hat man naeli bekannt^^-n, auf keine Weise zu vereinfachenden Fonneln für den 
zui' Zeit ( gehörigen Nonnalort mit der wahren Anomalie y imd dem Kadiijsvektor 



/ 

(4). 



dr ^ atgqr'^ini'dJfri + (<itg<pBini'- (t — U)— ^ rai\dii —acosifcoavdif 
rdv = " C(^ <l d Mn -t- " COB ff -{t — tu) dp + äcos<( li-(- 'isinfii^ 
Wird dies in (C) eingetragen, so kommt nach einfacher Reduktion, wenn 
- ^ I -i- Bin 9 cos V, r sin v r_- a coB f sin E 
beachtet wird; 

p cos 8da ^- sin x' (cos (r"+ m' + f ) -i- sin <| »ob (T' -+■ «')) a See q dMa 

-(- sin j; (coB (r* + w' -f t') + sin qi cos {F' + m') ) a sec 7 (( — (0) du 

— sin xi sin (T' + »' + 1>) * a^rtlpt 

+ aiu);;(8in£cos(r'+ m' + v) — cosq sin{/''-H »')}adtf 
■+- sin x1 cos (/'■ + o)' -(- t) r(/x 
+ C08 j;cosvr(/i+co8);J|sinii -rdc 
lidi — sin ij (cos (/'* 4- «' + (>) + sin n com (/"'■ + u*'^) a sec ? dM« 

+ sin ;r'' (cos (F^ + oa' + v) + sin q cos (T* -+■ w'}) a sec 1 {t — h)dft \ 

— Bin r* sin (r* + <«' -f v) * airdft 

+ sin zj (sin i,' COS (r*-(- to' -t-v) — eosq sin (/'^+ oi')}ad<f 

+ sin 2* cos (H' + Ol' -t- ti) rdx I 



+C0B7* cos u-rdi-t-eos x\ sin v 


■rdf 






di> = sin xi (<^os (!'!■ + »' -t- !■} + s 


inq-cos(/-: 


-^oü'))asec<niif„ 




■+■ sin xl <coB (/"> + w' -(- !■) + Ki 


iUTeos(n- 


-,-ü.'})a«eCT{<-i 


(o)d/* 


— sin xl sin (/'■' + w' + v) ^ nl 


r<(^ 






+ sinr;(sinA-e"='i/':- -(-«■ + . 


•>~ cosT" 


in(/:-^<ü')»o.i'j 




M-sini;cos(/":- + <n'-(-i')rt(t 








+eo8j;; COB VT</l-^cos/; sin iF 


■rdr 




z' 



byGoo'^le 



Bei der Fonii, die liier den l'aktoren gegeben wurde, lialte icli die Einführung von 
weiteren HUltswinkeln weder rechnerisch für vorteilhalt noch der Natur dee ProbleniB, fHr 
angemeBsen. Dagegen liegen im Interesse einer eystematificbeai H«cbnung8durchflllirung einige 
abkürzende Bezeiclinungen. Wenn wir uns auf die Formel» Wr cosSd« und d8 beschränken, 
dann erhalten wir: 

"ein »'cos (/"'-(- fti' + f)=A , -° sin / coe (r' + »' + ►) = /^ 

p 1 e i 

■ sin x* sin (/'' + «' + »)=-/; "sin /'sin ([''■ + m' -i- v) =/^ i 

p e ( 

*8iBZ«coB(r' + w') =ff' I "eiiiz'^cüsC/'^+o.') -/, 

e ' : e . , (ib) 

" »in jr' sin (/'" + «') = gl i " sin );* sin ((''■ + o>') = j* 

Q ' \ e l 

•"eOB2;(^C08.') =AJ i "cos^Jl^cosi') = Ä* \ 

* cfiBZii- Bin ") == A; ; " eoB xt (- »'i' ") - ■ *S 

cosSda = (fl + g^ain 7}8ec qdMt \ 

+ (fl sin £— ff| C08 7')rf «p 

■+fl- dx + AJdi + Ajdf 

dö = (/^ + 17J. sin g) sec q'dJf, 

+ ((/!■ -»-i^' sin <!■)(( — fo)— ^ >'pT/*)sec7</(i 
+ (/^ sin fi — ^ cos <j ) (i <ji 

Die GrflUen "^ cos i-, ' sin i', sin E (E= exzentrische Anomalie) kfinnen miinittelhar der 
Eiihenieridenrechnung entnommen werden. 

Die Ei-mittelung der GrOÜen Jt', rj. ^^ ^''^ ^'', ''° gelingt leicht ous den Dreiecken: 
zB..Q', eff-G*, kH,G''\ a und S sind die beobachteten Koordinaten, i und ß' beziehen sich 
ftui dasselbe Koordinatensystem wie « und 3. 
sin 2' sin r* = — sin (« — ß') 
sin i; cos f '" ^ + cos i' cos (« — Si') j 

cos /; = - ain »' eo6 (« - Si") ' ^.^ 

sin x^ sin /"* = — sin ü cos (« — Ji') 1 

sin 2* cos /'* = + eoK Ö sin i — sin 3 cos C sm f « — Si') 1 
eOB /S =^ ■*■ '^"* ' '^^^ *' ■•■ "'" ^ ^'^ '" ^'^ ^" ~ ^'' 
sin j:^ sin Tp = + cos (« — SJ') cos S 
sin zS cosTp = + sin ö sin l + cos ö eos/' sin (« ~ Si') 
cos if - + sin fl cosi" — eos3 mii i sin (•< — ß') 



Uc). 



yGooc^le 



wovon mir die heidi-n ortiten Oiuppcn pehraiicht ivcixlcti. wenn inaii sich nwf cosJi*« und dt 
bcschrünkl. .Man kann ilir boidrn letzten fJnippcn auf mehrfache Art in Holcho UlM^i-tühren. 
wü rechia keine t?uinn](^n luifti-oten; für ile» Kecbner wii-d hiedurch nichts gewonnen. 

b) Die Diffttrvnzialc <Ut und dfl werden auf die Bahnebcue bezogen. 
Die Gleichungen (O') gehen durch Einllllirung <ler DifTerenziale {4) in folgende Gestalt 
ülier, wobei wir dieselben Uinformangen wie in (5) vorgenommen liaben: 
p »in );fdtp = (cos «i + sinn cos(i^-(-f))a8ecqdJf» 

+ (cos if + sin I) cos {* + i')) (( — U) aaecqdfi 
+ Bra*p ^j^ypraeecifdf 

+ (sin £ cos v + cos^8fn(ip-(- v)}adi( -h cos tpnln 
i'ilxi ^ cos jf [(sin ip -H sin 1 sin (ip + v)) as^f dM„ 
+ (sin ip + sinf sin {1*1+ v)) (( --(o)osee fäfi 

— cos V Vp-ra sec ifdi* 
+ (sin Esin * — eosT cos(*+ i^'iadfj' + mx \prdK\ 

— sin ;r' r cos tdl — sin j;^ r sin i'i/c 

rfp ^ sin jj[ . , . . ] + co8z;rcos t'ili ■+■ cosjr^rsin vdif 
fkttzt man zur Abkürzung 

* cos V '^ ^r'-'' ' cos (tp -t- v) ^ Gc '' -(M8f = Hc ) 

'. , ! 1 ' .... (iic), 

- sin «• ^ J*, - sin f V + 1-) — ff» sin » = W» 1 
e e 1 e 

so wird: 

sin xldifi — (F,:+ GcsinfllsecifrfJfe 

+ [(J-V +(?c sin n) sec 9 ((-(„)+ *^Va- >F.]<lii 

+ (F, sin fi+Gs cos f) d^i + *" F.-rix 
•Ixl ~ '^'^"Ztl (*V+ (?.«sin i)sec ififMi 

+ [(f>+ (?« sin q) sec i^ (*-(,} - * Ka-rF.] d/* 
4-(Fs8infi— 0"cCOs(i)dq + *" Fsrfxl 
~Bi\\ j;^[H, dl -\-H^-lt] Jog * ^1.588317 .^ 

E« ist nun noch zu zeigen, wie rfif» und dj^ aus rf« und rf<) berechnet nml wie i/i und j^; 
{fcfnnden werden. In dem Dreieck sH^O^ hat man: 

xtl. — e, sGi'-^90"~ ,\ B.G> = jl 
-5? GP -- - 'K, 'S? s = 90^ H- (« - ß'), -? ff. - 90" - (1/' + -' -t- fl 
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und dfthiT: 

fin ;[; sm '/*, — ein f cos (« ~ SJ'I \ 

«in xl CO« 'I'. w «« t' coK fl + Hin i* sin il «in 1,« — ß') J 

cos ji> ^ cos (" »in 3 — sin i" fos fl sin (« — ß') l 

) . . . -na). 
sin ):; sin f«u' + (■ + «>) — sin S sin i' + cos 3 cos i sin (« — SJ') i 
sin ;(^ cos (tu' -t- r + !(■) ^- cd« fl cos (<» — Sa') \ 

sin X\, '**' '•ff'*" positiv ,' 

Hieraus gelu mit den nUtigi^n Kontrollen '/'., j^, und ip her\'or. Sodann hat man 
nacli GL (i): 

sin H'ltii - cos '/'. ■ cos 9du ~ ein '/'. ■ dd ) 

(//? = -- sin '/'. -coeÄrf« — cos '/'.rfÄ J ' ' * 
Der Uebei^ng von den Differenzialen rix, */i, ilr zvt i/o», ((/, rfSi <Ekliptik) oder 
»/*>', (/(', »iß' (Aequator) wird soiiließlicli bowirl^t durcli folgende Formeln, die aus (i) sicli 
ergeben: 



(IIb). 



SiB 




— cos w 


ili-i- COS *> d 
dl + sin»,! 


,na 


+ «)^ 


dx + ig: 


* sin 


■du 


sin 




- cos tu 




cos»', 
sin «'< 


ä(.a 


+ »')^ 


<fx ■+- 1^ 


■'.in 


■i» 



Wir wollen jetzt die <H. (s) und \f>) bezw, (1) und ill) als Hedingangsgleichungen des 
Bahnverbessemngsproblems autfassen und ihren gegenseitigen Wert absctiAtzen. Die ii\. (5) 
(im wesentlichen also die SehOnfcld'sclien (üeichungen) stellen zweifellos die einfachst*' 
Form dar, die man überhaupt aufstellen kann, wenn man mit den cos^i/« und <td direkt 
zu rechnen wünscht; vor allen hislier in (hm Lelirbüchem üblichen (z, B. Oppolzer Band 11 
S. 390) haben sie nicht nur die durcli sichtige Ableitung, sondern auch die einfachere Be- 
rechnung der Faktoren voraus. 

Die Ol. (6), die ähnllcti den Tieljensclien, aber allgemeiner und auch Hlr die strenge 
I^ösung des l'roblems geeignet sind, verlangen zwar die kleine Umrechnung von cos 8ila und 
dS in die auf die Bahnebene bezogenen Differenziale sin^dif und ifx- !*ind aber dann gaia 
wesentlich fintneher zu berechnen, als (Ü. 15^, ohne der Fxaktlieit das (ieringsle zu vergeben. 
Die Vorzüge sind folgende: i) die Kaktiin^n sind «lh> an sieh einfacher; 2) im Ausdruck von 
sin xilvi fallen zwei l'^lomentc ganz wtig. womit, wenn n NornialOrter auszugleichen sind, 
die Bereclmung von 2 « Faktfiren und die Bildung der intxpi-echeuden (^a<irnt8umuieii sk'h 
erübrigt; 3) wir haben üben nachgewiesen, daß der Faktor sinj;;; v(m lO- und dr in dem 
Ausdrucke v<ni il-/'^ seinen Slaximalwert hat: 00s j^f oder der Faktor der Differenziale aller 
übrigen RIemente hat also seinen Mjninialwei-t, der hficbsens bis cos/'- 'sinf steigen kann. 

also von der Ordnung der Hahnneigung gegen die Ekliptik ist; da überdies die meisten dieser 
<<tieder mit sin 171 oder «in )f> multipliziert sind, letzteres aber in der NUhc der Opposition, in 
der die Xonnalortc meist beohaclitet sind, sehr klein wird (in der Opposition, bezogen auf 
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die BnliJiobene, wird "p = o), so siiiil auch aus (tlesem Grunde die Faktoren der vier rein 
elliptischen Element« in dem Ausdrueke von dxl sehr klein, können also mit veiminderter 
Stellenzabl bereolmet werden. 

Aus diesen Darlegungen geht hervor, daß auch eine strenge Behandlung der Be- 
dingoDgsgleichungen , wenn «ie nach dem Schema (6) aufgestellt sind, erhebliche Vorteile 
gegen alle übrigen darbietet. Noch mehr tret«n diese za Tage, wenn man nach dem Vor- 
schlage von Tietjen sicli mit einer §;enäherten Anflflsnng der Gleichungen begnügt. Die obige 
Diakossion der Faktoren läUt erkennen, daß die Bestimmung der Unbekannten dMo, df, dif, 
dx wesentlich auf den (üeichungen für sini<{if beruhen wird, während die Gleichungen für 
dl hierzu wegen der Kleinheit der entsprechenden Faktoren nichts Entscheidendes beitragen 
können, daH femer umgekehrt die letzteren Gleichungen ausschließlich maßgebend sind fUr 
die BeHÜmmung von dl und dp, die hier überdies mit Ihren Maximalfaktoren multipliziert 
erscheinen. Daraus folgt, daß sich sehr nahe richtige Kesultate eichen mtlssen, wenn man 
zaerst das System der Bedingungsgleicbungen sinidKt» . . . mit den 4 Unbekannten dJfo, 
du, dq; dx auflOst, die erhaltenen ^Verte in die Gleichungen d^-^ . . . einsetzt und diese 
dann nach den Unbekannten d). un<l di- auflOst. Liegen n Normalorte vor, so hat man also, 
statt zn Gleichtmgen mit 6 Unbekamiten nach der Methode der kleinsten Quadrate behandeln 
zu müssen, a Systeme von je n Gleichungen und mit 4 bezw. 2 Unbekannten aufzulösen. 

Um die Kürze und die bequemste Anordnung der Rechnung nach den Formeln {II) zu 
zeigen, füge ich ein voUsUlndig ausgeftihrtea Beispiel ein, das dein periodischen Kometen 
Brooks entnommen ist. Die Zaiilen der ersten Abteilung kOnnen unmittelbar der Ephemeri- 
denreehnung entnommen werden; sonst werden nur folgende Angaben gebraucht: 



Ersch. 1SS9. 



ich. 1896. 



Ersch. 1903. 



Aequ. 
1900.0 


ü.' 358° "*7S 

£i: J SMJ 

e 19 16.70 

sin / 968937 

cos f 9-94004 

tinr 9-67»85 
cos f 9.94559 


35« 11-30 358 14-91 
J S0.4S 3 50.44 
»9 i6.io «9 16.36 
9.689*4 9.68918 
9.94068 9.94067 
0.56737 0.56756 
9.67157 9.67190 
9-94594 994585 






*^K« »■"^»SJ 


1.87101 


1.87111 




889 Sept. 30.S i-U, 


1889 Aug. ai.5| 1890 Febr. 5.5; 1896 Aug. 4.5! 189; Jan. 7.5 
—40 +iäS +«$00 +3656 


I190J Aug. 19.5 
1 +5070 


rilnu 
i-COBf 


34» J9'-?o '' 
0.19636 1 
9-7705*- ! 
0.17617 j 


51° 17.85 3"*5S5 
0.34585 o.3aa66 
0.13918 0.11171, 
0.14034 0.11875 


17" 10-75 

! 0.30787 
9.97003 

i o.*s64. 


-44 «7-90 
0.33370 
0.17909. 

0,18710 


1900.0 j "j 

008* 


i'7;90 
-6 3-w ; 
0.01790 
9.01309- 1 
9-997S7 


14*55^37 339'j6.'i 
*i3 54.35 ->8 37.3 
0.36837 0.05197 
9.38080 9.50415. 
9.98708 9.97664 


1 55.5. 
-I 3877 
0.31797 
8.45831 

1 9.99981 


315* aöigo 
-17 6.98 

1 9.65877- 
9-94943 


— 


9-7*997 


977946 9.75519 


; 9-74050 


: 9-766.4 


sins 


9,15855. 


9.7*71' !»-5')94i.. 


9.45671 


9.66367. 

3 



cos a-Si') 


-» 4S'4J 


+11° 4.04 


335° »s'73 


-1 5V 94 


3.1 36.48 


8.47831. 


iXi 


9.6.89.. 


8.70643. 


9-87373. 


9.99981 


9.95877 


9-99941 


9.B11.9 


Bin i sin S 


8.71 »46. 


9.07017 


9.19349- 


8.: 47 56 


9-14805. 


Bin .-■ coB * 


9.68694 


9.67645 


9.66588 


9.689.-6 


9.6387. 


cos .'cos* 


9.95811 


9-9»?7i 


9.9.731 


9.94050 


9.89010 


cos i' Bin* 


8.96373. 


9.31144 


9.44493- 


8.J9900 


9.59944. 


Bin(-sinJ8in(..-J3') 


7-I9077 


8.61581 




6.85399. 


9.11178 


sin/ Bin* 


9.689.8. 


9-65931. 


9-64801. 


9.68868. 


95 "47. 


sin/ cos 


9-93899 


9.94886 


9.950[6 


9.940.5 


9-97454 


CO9 


994°*9 


9-949"9 


9-95177 


9.940*19 


997567 


* 


-19' »1.70 


—»7° 10.6 r 


-1^ 3o'.j6 


-19° .6,07 


-.8° 59.93 


sin« 


9.69048. 


9-65967. 


9.6496»- 


9.68911. 


9.5.150. 


-Bin('cos3sin(,.-0') 


8.16515 


9.13a 10. 


9.18479 


8.39549 


9.51*44 




S.88850. 


8.59079 


8.93403. 


8.69818 


8.85839. 


cos*co9J'sln(«-SJ,' 


8.41651. 


948337 


9.53613. 


8.64693. 


9-76383. 


Bin 2 sin f.u' + iJ + if' 


8.89015. 


9.61519 


9.69886. 


8.48155. 


9.90493. 


8in/C0s(ni' + K + '/- 


9.99718 


9-93704 


9-9354. 


9.99916 


9.77161 


coa{fl.' + « + v' 


9.99S68 


9-95736 


9.93703 


9,99980 


9.77176 




-4° 18.08 


-H4° 58.4} 


-30' 6.90 


-'' 44.33 


-53 39-5* 


■in/ 


9.99870 


9.99967 


9.99839 


9-99946 


9.99887 


v + y. 


- 1 40.8 j 


■M^ 45'6S 


-18' 19.15 


-0 6.58 


-51 54^44 


V 


+14 39.17 


-14 4»-' 7 


+ 9 35.30 


-17 17.33 


~ 7 *6.54 


008(1- 


9.98564 


9-95831 


9.99389 


9.948.1 


9.9963» 


SlDV 


9.40 j 10 


9.61109. 


9.11159 


9-66376- 


9.11333. 


cosf.*v) 


ISIS. 


9.95080 


9.94396 




9.790*4 


Bin^ + v) 


9.65348 


9.67846. 


7^181,° 


9.89598- 


-"- 


0.54849 


0.19801 


0.51440 


0.14940 


0.49851 


Qr, 


0.54801 


o.t488i 


0.45836 


0.14940 


0.1S876 


^<: 


0.53413 


0.15634 


0.50819 


0.19751 




Qc sin ip 


0.11086 


9.81167 


o..a993 


9.91097 




rc + QceiDT 


0.70618 


0.31151 


0.660.0 


0.38.91 




sinxd^-.dir« 


0.76059 


0.3759a 


0.7.4.6 


0.43598 


o:66oj5 


a« 


9.11843. 


9.85150 


0.19186. 


7-531. 


0-J9450. 


fe 


9-9S"59 
1.89118. 


9.819"- 


9-73599 


9.91316. 


9.61185. 


Oasinr 


9.5»435 


9-86443- 


7-«>3- 


0.06640. 


n + Os sin 7 


9.9"04 


9-5"J7t. 


9.17171. 


9.9 Uoi. 


0.197.0. 


seey (*V+ Ob sin y) 


9.96645 


9,56613. 


9.3*678. 


a'l?;: 


0.15115. 


dx-dir„ 


8.8549s. 


8.569*. 


8.16081 


9-.0964 


3>' 


1.16789 


1.11738 


1.19467 


1.17988 


1.105I. 


(f. * Cc' sin r)secy ((-(*) 


1.J6165, 


1.483-3 


4.111.0 


3.86011 


4.36536 


-^^ya.rr. 


1.1 1948 


a.03649. 


..93066 


1.09304. 


..81766. 


ainxdv-.du 


1-99485. 


1.49095 


4.1.495 


3.85*7* 


4.36411 


smf {Fs*a^ »in i)it-io) 


r.56851. 


>-67J14. 


1.7*47»- 


3.39*30. 


3.95616. 


-\yä.ryc 


1.70101. 


«■J737*- 


1.70196. 


».37739- 


».70065. 


Snmme 


1.73184. 


a.45a67. 


3.0.511. 


1.43*35" 


3.97974- 


dx-.d" 


i.6aij4 


1.04346, 


i.949»4 


».13063, 


1.838.1 


Fc-aiaE 


9.79168- 


9-88355 


0.10770, 
cjSso, 


9.65413 


0..605.. 


Oh e08 T 


9.1640». 


9.79709 


7.477- 


0.34035. 


»inxdv-dT 


9.88440. 


0.14350 


0.41456. 


9.65.33 


0.56070. 



F,»\nB 9.iloi4. 
- 0.. cos V o.49j6o. 

(f-BBIDB-OcCOSy) 0.51565, 

dz-.dr 9.40415 


9-546JI. 

0.09441, 
■ 0.10166. 
1 8-79 MS- 


9-33540. 
0,40430. 
0.439*6- 
9-3 7 J 89 


9.369S8- 

0.19534. 

0.15584. 

■ 8-95411. 


1 9-^7751 
0.13461- 
o.t8j8.. 

1 9.04110 


einxdip:dx \ 0.16410 


9.93580 


0,16358 


9.93801 


! 0.16094 


-fa 9.68156 


i 9.59S57. 


9-491*8 


9.65366. 


1 9-37799- 


dx-d« 8.57006. 


8.18936. 


8.4153'- 


8-35194. 


1 8.13638 


flc 1 0.15817 
dx-di. \ 0.15697. 


9-77197 
9-77 '64. 


0.16578 
0..6417. 


993844 

9-93790. 


o.ir8i6 

0.11703, 


A. 1 9-7S»6i, 
dx:di- 1 9-7513* 


. 9.87081 j 
9.87048. 


0-05975- 
0.05814 


9.65106 

9.65151. 


0.11005. 
0.10891 


Die Bedingungrsgleichim^n !Ui- die 5 Normalörter werden also: 




8iB^,Jv^=°-7feS9 ^Äi+!,99485-('oo 
sin^,.iV9 =0.3759» 9-^9095 

Binjt.^V« =0-4159* 0.85171 

liDOT^V^ =0,66035 I.j64Ii 


J,,) + 9.88440, Jy- 
0.14350 
0.41456- 
9.65133 
0.56070. 


i. 0.16410 Jn 
9.93580 
0.16358 






^;r, = 8.85495- ''«■» + 8.6irj4 {100. 
J« = 8.15691. 8.04346. 
rfj;j = 8.16081 8.949»4 

J;;, -8.66635. 9-IJ063- 

J;fs = 9.10964 9.»38u 


J/-) + 9.4041 5 ^7+8.57006, Jk 
8.79345. 8.18936. 
9-37389 8.4153'- 
8.95411. 8.35194. 
9.0,110 8.13638 


-1- 0.15697,, ^i. 
9-77164. 
0.16417. 
9.93790- 
0.11703. 


t9-75«34'''' 
9-87048. 
0.05814 

9.65 1 s*- 

o.wSgi 



Statt der Zahlen Hitid die Loganthtnen angesetzt, 
autu-eicht, die beiden Systeme getrennt aufzulösen, 



Man erkennt liier sofort, daß en 



n. Die Variation der geozentrisohen Distanzen. 



Die bisher besprochenen Meth<Kii'U der Bahnverbesserung sind darauf ausgegangen, 
die \'er)>e88erungen der Elenu-nte dureh die l.'ntei-Mchiede <ier Bi'obiichtnng von dem dureh 
Rechnung mit dem \orgelegt('n Elemcntonsysteni ei'hnitcneii geozentrischen Ort auiszu drücken. 
Zu dem Knde innilten die Diffeivnziakiuotienlen der f,'eozentrischen Koordinaten nach den 
Kk'menten aufgestellt weitlen und ei* nniQte ein lineiirei' Zusummenhung zwischen den Differen- 
zialen angenommen werden, dnuiit die ,\nsgleichungsrechnung Anwendung linden konnte. 
Diese Methode hat in hilutig rorkoninienden Füllen der Praxis zwei Xaehteile 

1 . sie erfordert vle! Arbeit, weil die Bereehining der Differenzialquotk'nten mUhsani ist; 

2. nie fuhrt nicht zum Ziel, weil der Mupponk^rt«! lineare Zusammenhang zwischen den 
Differenzialen wegen zu schk-chter Aufangseleiiu'iitti nicht gegeben ist. 

In diesen Füllen empfiehlt sich eine Methode, die unter dem Xamen der Variation 
der geozentrischen Distanzen bekannt iMt: wir wollen diese unt#r allgemeineren Ge- 
BichtBpunkten im AnschluÜ an die obigen Resultate darstellen. 

Ein Elementensy Stern geht ans zwei vollständigen heliozentrischen Oertem hervor: 
hbiTt, fc&irj, die eich ihrerseits aus zwei voJiHtändigen geozentrischen Oertem «läji'j. a^^itfi 
ergeben. Vim diesen letxteii'U 6 Koordinaten sind "i'li'ijfl] durch die Ueobachinug gegeben. 
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['I und ci jedoch müssen dui-ch die Bahnbestiinmnng geliefert werden. Ein bereits bekanates. 
zur Verbesserung vorgelegtes ElcmentenBystem liefert bestimmte Worte von ti und ci unrf 
zeigt, verglichen mit den einzelnen vorhandenen Beobachtungen «jfli, i>i J3 und ai!<, Abweichun- 
gen cosäidoi, dSi, cos^di'3, il/',, cosSidi'i, dSi, die abgesclien von den zufKlligen Beobach- 
timgsfchlem nur davon herrühren kUnnen, daß mit den geozentriRchen Distanzen i>, und ci 
noch nicht die richtigen getroffen waren. Es stellt sieh also die allgemeine Autgabe, jene 
Korrektionen di>i und dyi von <ii tmd ^ zu ermitteln, durch welche die genannten Abweichun- 
gen im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate auf ihr Minimum reduziert werden. Zu 

dem Ende müssen die Differenzialquoticnten "^^ - " , , *"**' " und — ^ aufgestellt werden, 
dp, dp, df, dpi 

Dies geschieht bei der gewöhnlichen Anwendung der Methode auf enn»iri8Cheni Wege, indem 

man die Distanzen willkürlich ^■ariiert und damit ElenienU-nsynteme und deren Abweichungen 

von den Beobachtungen rechnet — ein in praxi recht wirksames, selten fehlschlagendes Mittel. 

das aber doch mUhsani und analytisch roh ist. Man kann hierfür ub<T auch analytische 

Ausdrücke aufstellen, welche, wenn streng entwickelt, allerdings weitläufig sind, aber zu 

rechnerisch brauchbaivn sich gestalten, wenn man Entwickelungen nach den Potenzen der 

Zwischenzeiten zulaasen kann. Dies letztere ist aber ln-i I'lanctenhahnen wohl immer der 

Fall, wenn man überhaupt auf diese Methode reflektiert. 

Wenn das voi^eJegte Elementensysteni aus «i^u'i, ti,Siii3 selbst bei-echnet ist, sn 
werden cos^Kioi, dSi. cosfljdJi, dil» gleich Xull, Hierdurch ergibt sieh einige Voreinfachung. 
die wir abei' nicht von Anfang an einführen wollen, wenn sie auch in der Kegel vorhanden 
ist und jedenfalls herbeigeführt werden kann: sie wini sieh als Siiezialfall leicht aus den 
allgemeinen Formeln abziehen lassen. 

Nach unseix-n Funueln (B) (S, G) kCniK'U wir ansetzen: 

di'j = co8 Jlidri + cos 'ßtridui ■+• c<)s<''iridni v 

picosöidtti = cos 8j dn -4-cos(Sirid«i -1- eos-pirirfni i 

Cid^i =COs^,dri +coBffiirid(Ci + eo8')liridni [ 



dpi »»cosSfjdn +c<»»4J3nd«i + cosl5mdni l 

('jCOMi'jdnj ■ cos ^r.ifri +COS®iridtCj + COS,ÖiI^d«j t 

Cidflj --- cos ttdrs +cos'J)ijrjdi(j -t- ciis%r,dn, 
und hieraus folgt umgekehrt: 

dfi = cos '?lid[l| + CI>K fliQi C(tS^]d«| -i- cos 'iiQidSi 1 

r|dw!i=^ cos'.Pidt'i + cos0i[>ico83idu, +cosWieid3, j 
ndm — c<)8t'i(/ei + cos .f^i (*i cos flid«i + cos'}iieid5i f 
dri" co8!!ljdtf3 + Cos3;(>jC<iBJ^dn»4-cosi'ipjdi'i [ 
rai/Mi : cos 1*1 dt», -i- cos03O»eos ijdij -4 cosWiVid^ \ 
rsdni - cos (S dpi ■+■ COS ^i pn CO8 3i d "> + cos^ispidi'i ' 

Man hat ferner für Jede weitere Beobachtung i, die in der Regel zwischen den beiden 
anderen liegen wird, aber nicht liegen muß: 

d^, = oosfljdr,-t-cos Öjr.dMm- cos ISrnditj j 

(', cos iidui = coe 3(dr, + cos ®,r,dw, -i- G08^,ndni } (5) 

{•idÜ. ~- ci>s ^idr, -(- cos 3M,r,diCi-f cos3I,r<dnj ' 
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Wenn man hierin dn, r,dte,, r.rfn,, durch dr,, r,dir,, ndn, und dr,, r,dw>, r,dffj aus- 
dnickt und diese letzteren durch (2) ertietzt, so hat nian drei (lleichmigen zwischen de,, 
l'iCfmi.da,, i'id^i einerseits und dvi, cj eosi'id«!, fidfi und dfa, pjcos^jdni, indt', anderer- 
seits, ans denen dpi, dvi und überdies dp, bestimn» wei'den kiinnen. Die Ausftihning wUnlo 
sich HO gestalten. Aus 

nd»! ^noosüidi-t-neineidr 
ndnj =ri cos n di -*- ri sini^d»' 
folgt, wenn uiit Irm] uud weiter mit (rm], [r^rj] die DiviwksHacheti zwischen den entsprechen- 
den Hadien bezeichnet werden: 

2(rirs)di =■ un sin wd/tj — rm sin vidm 
ilriTiJd f = — nn cosoidnt -t- riVj eoswidn™ 
Werden diese AuBtbllckc von di und d* in 

r(d«j ^ Ti COB Vidi -^r^ sin vidr 
substituiert, so folgt: 

\riri]r,d„, = [r,ri]ridii, + lr,r,]ndn3 (4) 

Ks soll hier und ini folgenden 

[r,r.]= ^r,r,sin(r< — II,)-- — [nr,] 

Ifcsetzt werden. 

Wir werden nachher si-hen, duU die (il. (4) auch direkt hingt-scbriebcn werden kaim. 
Eliminiert man ebenno aus den 6 für dii- drei Öitcr i, 3, i angeschriebenen (Gleichungen: 

rdtc = " cos qid3/, -(-' cos 9 (l — lt)dp ~\- a cos f: (i + ""jsintidfp -f-rdx 

dr = a tg 9 sin vdM, + (a tg ip sin r (( — t«) — * '-] d/» — acos (f cos vdqi 

die vier Unbekannten dMt, d/i, rfij, dx, so bleiln-n zwei (Üeicliungen, welche r.dtcj und dri 
durch firfu-j, dr,. r,du-i, dn ausdrucken. 

Es ist ersichtlich, dafl dieser nächstliegende Weg zu (ileichungen führen uuiü, welche 
wegen ihrer Kompliziertheit (Ur die rechnerische Praxis kaum in Betracht kommen können. 
Zur Erzielung von einfachei-eu (ileichungen stfhen uns vei-schiedene Wege zur Ver- 
fügung. Der einfachste scheint der zu sein, auch für dr und rdir Hhnlich gebaute (Jleichuii- 
gen zu suchen, wie die einfache (>I. (4) für rdn. Hierzu legen wir in die gegebene Bahn- 
ebene ein Koordinatensyöteni , d<-ss4-n /V-Achse dui-ch r; geht uiul dessen (('-Achse in der 
Richtung der Bewegung 90" davon absteht: die dritU', die i- Achse stehe auf der Bahn senk- 
recht; dann lantet die Bediugimg der Ebene 

hr»jÄ = |nr,lÄ, -t-[r,r,]/A 

|r,r,]ir. - (r,n]H', + [rinj H', 

[rin]X = [r.r.]X,^{r,r,]K, 
und diese Gleichungen stellen drei von ciuiuider uiiabhHngige dar, sobald wir für die Ver- 
hältnisse der DreiecksÜächeii nicht ihre geometrischen, stmdcm ihre dyimraisehen AVerle 
substituieren. Wir bezeichnen 
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differenziieren die Gleichnngen und beachten, daß nach der Bedeutung der dr, rdu; rdn z.B. 

rfjfi = con{vi — Vi)dri ■+ Bm(vi — vi}ridwi 
rfll'i =■ — Bin (Vi — Vi)dri ■+ COs(p, — ri)rirfifi 
so folgt: 

dr, = q, cos (vi — V,) dvi -i- qiam(p, — oi)ridwi 4-*iC0B(f( — bj) dr, +^8in(p. — ft)rirfto i 
-(-ri cos (w, — ci) rfgi + f^008(t>i— Vi) dqi I 

r.dtt;^ — ^iBin(f, — ci) rfri + ((iOOB(ri— ri)n rftci— ^Bin(pi— t>i)rfri + 9iCOs{i)( — K%)näat \ (6) 

— n 8in(iJi — wi)rf?i — ri Bin(r, — ti)rf3i l 

Tidn,- i^ jiTirfni -Hgjrid«! ' 

wo die letzte Gleichung identiBcb ist mit (4). 

Werden diese Ausdrücke, nachdem in ihnen rfri, rirftfi, .... durch die (i) ersetzt 
sind, in {3) eingetragen, so lassen die Faktoren von rf(»i, cos^jd«,, rffli, .... sofort eine 
einfache Deutung zu. Es wird z. B. der Faktor von gidfi in dem Ausdruck von dp, 

cos % cos fli coa (ifv ^ »1) + cos $1 cos ÜJi cos (c( — d) -h cos (I,"oob tii 
-t- cos J(, cos !üi sin (n, — v\) — cos 5?i cos Mi sin (d ~ tii); 

transformiert man die "MiSyil^i auf das System der ?(,4'i(^i, was durch eine Drehung um die 
Achse der Bahnebene um den Winkel r, — »i geschieht, so wird 

CO8 fli cos {vi — Vi) + cos i'i sin {». — ri) = cos ?li' 
cos 23i coB {vi — Vi) — cos ?fi sin (t\ — tu) = cos SJi' 
cos 61 = coe 6'i 
und~ daher der obige Ausdruck gleich 

cos Äi cos ?t]' + cos Si cos S*i' -\- cos (^i ei» (5i' = cos (CfG^l 

d. h. der Faktor von 51 rfpi ist gleich dem cos des Winkels zwischen den l'iinkten GJ und (r"|. Man 
crl^lt 80; 

dei = coB(GfG;)(I,dei -t-co8((^Gf)fjd(i, 

+ eos(G^Gj)git»i cos3,do, + c08(GJG5)()spi cos Jid«i 

+ cos (Gf Q\) qi pi diJi -(- cos {6f Gj) 71 ('> d!>s 1 

-l-r, <cosS(,co8{ui— Ol)— co8©,Bin{ti.— ri))rfgi+rj(coö3l,C08(c,— t.L)— cos'15,sin((.-,— K]))rfqJ 

p.cosiJ.d«,= eos(G°G;)9i(/ei + cos(G*Gj)(7:idft [ 

-f- cos (Gf GJ) qi^i cos Ö|da, + cos {OUi'^ ^jtfi cos 3, d«, 

+ Qos {Q',G\) qiQidSi + cos (G,"G') 91 fsd^s ' '' 

+ ri<C0sS.C08(f.— wi)— co8@.sin(i'i— i!i))rfgi+rj(cOBö,co8(f,— i^)— C0s®.Min(ü.— i>3))rf5,l 

Q.dS.^ cos {Gj G5) 91 dp, + COS {Gj G^) q, dih \ 

+ COS (gJ 6^) 91 pi cos fli d«! + COS (GJ 6^) 9j t'i cos ^ni (fj I 

+ cos (ryjG;) g, (-idai ■+■ cos {GjG^) g, i>,d/l, \ 

-Hri(cos?iC08(p,— Pi)— eos5)!,8in(t!,— t;,))d^.-l-ri(eüsl!',cos(i'i— f))- co8S0JiSin(rr-i:j))dji' 

Die C08 (Gf G'j), . . . lassen sich aus Dreiecken, deren Keken Gf, Gf, und e, . . . sind, 
durch l«;kaunte Grölien aiiüd rücken: 
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C(>8(6'J(.'?) = sin (Ijfiin 2] -\- cos SiQXiti dl eoi){«.-- 

C08 (Öf tr'j) -- cos S, sin («. — Ui ) 

eo8((^C*) = sinfl, cosÄi — ooait.sln St cos(«(- 

co« (G^C/j) CO« ^1 sin (a, — n,) 

eos (ö,'C^) — C06 (.'. — «,) 

cos (G^C;) = sin 9, sin (»i — «i) 

CO« (GJG'j) — ccis Si sin 3| — sin fii cos J, cos («^ - 

co8(gJCj) sin fliwn (■', — "i) 

cos (f ?J Gj) = cos il. cos dl ■+■ Bin fl* sin 9, cos («. 

cos (ÜP (^) — sin fli sin H, + cos Ä, cos H, cos (wi 

cos {G^ GJ) = cos ^1 sin {« j — ci) 

cos (CJ G|) = sin 8, cos i*t — cos Ä, sin ^ cos {</, 

cos {ff^ GJ) — — cos Ä, sin ('(,■ — «ä) 
cos (Oj Gl) ^ cos (■', — oj) 
cos (Gj'G|) = sin 3j sin («i — «.) 

cos (G* Gg) =- cos fl, sin öj — sin Si cos a« cos (a, - 

cos (öfC^) = — sin S, sin (u. — «j) 

cos (0* Gl) = cos Äj cos dl + sin 3( sin d, cos ("i - 



-«.) / 




Die Faktoren von dqi nnd dq, findet man, da («< r^ m' + »0 
C06 «i = sin 6, sin {Ff ■+■ u.) 
cos ^i = sin föi cos (Ff + «,) 
cos S, = sin ^1 sin (rj + u,) 
cos @i = sin i>i cos {/^'^ + «<) 
eosf, -sin')).-8in(/'f-f-u-) 
cos*IJi.-8in9i.cos(r« + w,) 

und in — »I -= Wi — ui leicht zu (Formeln S. 14) 

r, (cos !?I(Cob{ji, — »1) — cos i)i sin (pi — uj)) = n sin di sin (/'? + wj) 

= r, COR ("( — ft') cos ^; cos «1 + T] (sin A sin i' + cos f, cos i" 



n(a, — fi,'))sin« 
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oder wenn dir heliozeiitiiHchen Kourdinaten «i rf| dni-ch 

coflt/i -^ COB dl coH (ai — ß') 

sin u ~ — *•' — ""**' ■'"*"' ~-^'' 
Bio f coa i' 

pingelührt werden: 

Ti (cos S, cos {»1— Pi) — cos 3?i Bin (»i — Pi)) ~- n (cosrfi coBijC08(«f— aO + sindisin^.)— /f 

und ebenso: 

n {cosSi cos(c, — r,) — cos @( sin {i'i — pi)) = — ri cosrfi 8in{«( — oi) — f\ 

fi (eoa?, coß(t?, — c) ~ cosW.sin (e, — tri)) r, (cosrfi ain^cofl(w,— aO — sinJiCosö,) =/* (g) 

ri (co8?lieo8(Pi — P;) — cos U), sin {(I, — ri)) = n <cobAcosi'iC08("( — Oi) + sin(/jsinöf) — /^ 
ri (cos 5, co8(r, — Pi) — cos®,sin(P( — rO) ^ — rt eosrfi siu(a, — oa) — /; 

rj (cos?, cos(r,— rj) — cos 5», sin (r; — ci))= r, (cuHrfiSia ^cos («/i— a^)— sin</|COsdi> ^ /^' 

Diese Gleichungen sind, weniger vollstflndig und aul anderem Wege abgeleitet, von 
Tietjen (Berl. Jahrbneh 1878) gegeben worden. 

I'^s erübrigt noch 91, qt. dq, nnd dq^ abzuleiten; wir dUrten für sie nicht die 
geometrischen Werte einführen, da dann die Gl. (6) Identitäten werden, sondern wir müssen 
die dj-naniischen aus den Gesetzen der Planeten he we^iing folgenden Ausdrücke horanzieheii. 
Für 91 und 9» selbst wird man entweder nehmen 

{rtTt'i Vit »«_»iJj ^ lor.] Kl] T,, inj. /_^\ 

[>^ n1 »n T] 1 IH] [r, n] Vi ■ ' 1 1 Vi < 

WO die y die VerhSItnisse: Sektor durch Dreieck, die r die mit fc multiplizierten Zwischen- 
zeiten sind nnd zwar mit ihren Zeichen, so daß z. 11. ta^{f^^t)k — — T„ — — {t^ — tl)k 
bedeutet, und die y je nach der GröÜe der Zwischenzeiten durch das GauBs'schr, 
Kneke'sehe oder Hansen'sche Verfahren ermitteln; oder man benutzt die Reihenentwickelnngen; 

«-S('-r"';:;'"'-r"""'*5''^-'"'"^'°"- ■)) 

o<ler endlich man bedient sich der Gibbs'sehen Formeln: 



■.(-*.) ^.(-?.)| 



Bi - ^'-(-»a'+^.'n + '.('), Ä=^^ (•■.■.*+ ;i''„T«-(- 7,,'), Ä = ^'^(»■„'• + T,,r,, -»,.') 

beziehungsweise tttr die Rechnung bequemer: 

B, = ' (ti,To + t,s (Ii, — r.,)), B, TT. ' (''li'-a + '-ii'), A =-:'-(Ti,Ta — 'ii (ri, — t»)) 

Die Schwierigkeiten, rait denen, wie wir oben sahen, das Problem verknüpft iel, 
treten bei den Difterenzialen von i/i und qt hen'or. Die Aendei'ungen von q, und qt sind 
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aber im Verhültnis zu den Äendeningen der EHenientp oder der Koordinaten sehr klein und 
es siad idso hier die Bedingungen inBofem gflnstig, als die Schwierigkeiten auf sehr kleine 
(jlieder gedrtlngt sind. Tiefen BChlSgt vor, zur Ermittelung von dgt und dqj die Ol. (lo) in 
Verbindung mit der Kncke'schen Entwicfcelung von log y zu benutzen. Man erhält Htreug 
dnrdi Ic^^aritbmlficfac Diff««nziation: 

''^ = dlogyu — d log j/a, ■*- =dIogyi. —dlogyi, 

Da. nun 

nnd die sehr kleinen höheren Olieder als konstant betrachtet werden können, so lolgt: 

dlogyu 4 (,-':J^ («''■■ + *>) 

nnd Sbnlieh für die Übrigen. Damit kommt; 



(■3) 



Um hieraUK noch dr, zu beseitigen, kann man entweder uisetzen: 
n -" fi — 'n — + s — ■ ■ ■ 



'«»^ + '»f» ■= titri + rijTa'ii — j h - - . 

und mit VemachlHssigting der Olieder dritter Ordnung, die auch oben Übergangen sind 

dr,= ^—dr, + ^-dr, (14); 

Tu II» 

"der man entwickelt: 

ri* = r,* — ti,- 



• _ n' - 



Ar? ^a*4*ri* 

worana 

r«n' + »i.n'=riiri'-Hri,TaTi, (i— ij (15) 

und wieder mit VemachlMssiguug der Glieder dritter Ordniuig 

rfr,-^p^dri+5j!i(/r. (16). 

Ftir Planetenbahnen iut (14) vorzu:(ieheu; für parabeJnahe Bahnen aber erhält man 
statt letzterer Formel (16}. genauer aus (15) (' =0] 
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dr,= -^!*^dn+-^:^-^ii~Jn 

»r^ in' 

Wir rechn«! mit Gl. (14) weitor und erbalten nach tu. {13} 

4'"' 
dt, I 4'.»* , ■''* \^, , ( 4«u' ^ 4T«> /, _^'n,1 .^ 

rf(/i » flu dn + Ol) dri 
dg, ~ Ai rfri + Aa dn 



lr,*o)'-°' 


«11 = ^— «1+^ «ijyi 




«„-(- 0,+ (l + J^)«,)», 


(r, + rJ* ~ "• 


«,_(-.,+ (■+«) ..)^ 




»._(-.,+;;;..)* 



Diese Formeln i-eichen nur ftlr verliAltniisluttUig kurze Zwischenzeiten, etwa für eine 
Erscheinung eines kleinen Planotoit; für länger beobachtete Kometen und Haiieten niuO man 
genauere zu erlangen suchen. Wir wHhlen hierzu <lie (übbs'schen l-'onnein (ii) und niUswii 
zu dein Ende vor allem eine genauere Kelation zwischen den 3 Radiuevektoren r, n r, «if- 
zustelle» suchen. Ist t die mit k miütlplizieite Zeit, so setzen wir an: 



'^^ = 1 a, + 6 Ol « H- 12 Ol t' 
und erhalten, wenn f von tlcr Zeit der Iteobachtung i ab gezahlt wird, Ittr 

1 » ^'■' 



-V- »(■-■) 



und daher die 6 (iteiehungen: 

n» = Od — Tiiui + Tii'th — 'ii'oi ■+ »11*0« 

r,* — Oo 

fi ' "• <h + 'o fli + 'o'lj + *a'ot -H'a'öi 



(^ — ^) = Ol - 3 'HO» + 6 n/a. 

(- — ' ) = <u + 3 »a a» + 6 In «oj 

ü gitizcä by vjOOQ IC 



»litt ft«neii nach tCIitnitiation der 5 GrBUen oo . . n, die Glf>i<'huntt: rcRiiIHpit: 

A,r,*[l^ ^) + Mr,'[l^ ^)-r,'{\+ ^^)+ ^ -o. . . . fi8) 

wii <lie A and B diesell>«' Bedentung haben, wie in (12). Vür Hanetenbabnen kami man 
auch Rehreiben: 

--■(-'^)-*"'0-'5)-'0-\f)-'-(;,-:-)-i , , 

I I t ■ • (19) 

wo R'= — — (r,'— 3r„TB-t-rn')= , (Tii»'d — (»» — »a)*) J 

IMeRe Gleichang ittt eine Rrweitemnj^ von (15), die ja ho geschrieben werden kann: 

Ain' + Atr,^~ r,*— tuTb^ — -Wo 
Pttr parabolische Bahnen erhiüten wir die beraerfcetiBwerte Oleiohang; 

.,..(.--ä) + *r,'(.-;?)-n.(, + -^) = o M 

während tttr elliptische (parabelnatae) Bahnen die Ol. (18) in der Form 

■_-'i(, + !-t)-^' (l-'-'l)--' ('-'4) (") 

sich nützlich erweisen kann, wenn sie anch Ittr den voriiejfenden Zweck nicht brauchbar ist. 
Ana den Formeln (12) folgt; 

B, 

ri' 

Wird dies logaritfamisch differenziiert, so enfibt nicht 

B, 

: ri drj — 6 — ^^ nrf»-( 



Um r,dr, zu bilden, haben wir zwischen parabolischen nnd elliptischen Bahnen } 
unterscheiden. Im Fall der Parabel ergabt die Differenziation der Gl. (10) 
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r,äri = q,ridr,-^qtridrt (la) 

^ine Relation, die bis auf (JröU^n vierter Ordnung inkliiHivp npmau ist. Wird die« in die 
erste obiger Gleichungen eingetragen, m wird sie: 

und in Verbindnog mit der zweiten Gleichung folgt; 

/ fli a \ Ä 



(St JS, 



•-2 = — 3- "~-ndr. 

Setzt man die leicht zu berechnenden Anadrtteke 

B, Bt Bi 

HO ist einfach: 

" = — (oi + *?i) n rfn — a«t f^ rfrj 

* -= — oigirirfn — {«1 -i-a,qt)r,än- 
n 

«1 1 «- — (ai + A9i) n 9i 
öij = — Oiqiqirt 
ati = — a.?i9»ri 
*i — — (dl + **) »^ «1 
1 

rffli = au är, + flu dri 

Im Falle einer elHptiRcben Bahn gibt die Gl. (i8) 



Ketzt man noch 



(13) [Parabd] 



riqidn +r,q,dn —r,dri~ - " J", r = o 
oder die Gl. (19) 

fll B) 

A^^*^.ndr, + A^^—^.r.dr.~r.dr.- -^i"-5-; di^-^=o 
Bi' B^ I ä'\ Vi »/ 

Diese beiden Relationen kOnnen anderweitig von Nutzen sein, hier aber ktfnnen sie. 
da dos DifTerenzial der gmQcn Halb&ebt>e nicht eingeführt werden kann, nicht gebraucht 



_iv^v.'viv_ 
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werden. In der zweiten Gleichung is( zwar das letzt* Glied, da eis aiittecdeni von der Orduung 
der Exzentrizität ist, reichlieh eine Ordnung; niedriger als die anderen und man kOnnte di^er, 
indem man ee Null setzt, zu ähnlichen Foi-meln kommen, wie vorhin Dir die Parabel, wir 
ziehen es aber vor, för die Ellipse überhaupt einen anderen Weg einznschla^n. 
Att8 den bekannten AnBlltzen (Oppolzer T, pag. 109) 

folgt, wenn einfach die auf den Unken Seiten der nachfolgenden Gteiehnngen angezeigten 
Operationen ansgetttbrt werden: 

*ii'[rin]-»-'ji'(«o —T„)[rir,]^ Yp »»'oru(ratij — t„») — — , faT,,'»,,' . . . | 

»a'[i'i»^l — Tii'(ro — »n) [nri]= \fp »i(»'n»ii (*ii»j3 — 'a") ~ r—» »n^u'^a" - - . ; 

ond H>mit durch Division dieser zwei üleiehnngen: 

T»* -«■ T||* (m — Tu) g t * ' 6t^ 

To' — In* (rn — tu) 51 , rii'tii' 

'■"■■-"■ - t;y 

Wird hier kreuzweise ausmaltipllKtert und gehörig rednzlert, so konmit: 

(TaT„ — Tu' — -^l^ ) 91 + {'uTii — 'a' — -|~i* J 9> — '»' — »a»u+ «»' — jZ?" ■ 

Solcher Oleichungen kann man noch zwei gimz ähnliche ableiten, wenn man in 
obigen Ausdrücken von [nrii, [nn], [nri] statt , Entwickelnngea nach \ beziehungsweise 
-, substitoiert und dann ebenso verUhrt, wie oben; man erhält: 

['ii' + »ij«i<+ tu* — ^"^t) 9' ~ {'"* + 3 '»'■' + '"*+ 't^I *='«'+ ^ufB —tu'— *" *',' 

-('»' + 3 'o tu + »1,' + ^-^^) 91 + ('o' + 'aTiJ + »11* — *"-^ J ?» = Tk' + »K'o — »a'— ^"T" • 

Die halbe Summe bezw. Differenz dieser letzteren Gleiehungen gibt, wenn znr 
Abkürzung 

'.+ "'."■<' '. — \ = * 
r,' n' Fl' r,' 

gesetzt wird: 

:;(-vM«'+;"(-'ü'')*=-'^- (" 

(■+s-T^'')"-(-+;:.-^'^'')*='^'-^'- 

Durch Differenz iatioii folgt hieraus: 
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(--^:-7'')'""-(-^::+'^')'"-A'-(;>*s*r'S')'"- 

Der rpchts auftretende g:eiiiPiiiwime Faktor wird aber nach (a) 

" "' "■ „.•(.-•ü^o ■--« 

V r» y II 

und die DeterminaiiK' der beiden Gleiehiingen ist: 

so daü die Elimination von dqi und dq, leicht ergibt; 

-'■^■y d,,_r,+'''+(^)'-"'i'-'>r,+i--(^)'+,^'li?. 

Tun, ^ L fn V»iJ' 6n'j4T,* L »ii Vr,,' 6'-i'j4l* 



(-'tt"')' 



(24) (EUipse) 



6V~ 
!«> hat innn Icniv,: 

(ig, = — fi,(n-^, + Ji'i-,)dy-, — /.:,{l + J, — J,'*i)dr, 
d'/ri = — fi] (1 + -4» — A'r-.ldn — /«i (i + A -t-Ai*r,)dn . 

Kh sei hervorgehohen, daü diews verhaitniHinAßig einfachen Ausdrtleke bis an! ftrÖÄen 
vierter Ordnung inklusive in den ZwiBChenzeiten ^naii wind. 

Filr kurze Zwischenzeiten durch die (ileichnngeu (17). für längere durch die Oleichun- 
gen (23) und (24) sind Jetzt fiir die Parabel und fllr die Klliptie die Faktoren an an an an in 
dqi = aiidvi + a,idr, 
dqt = aiidri +a>idn 
bekannt gewüi-den. Durch (2) folgt dann; 
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d}i=oii(coeJ(id(.'i4-oo«3i(>ie08fl|d«i+coe!?i('iJli)+''i^(<^oß'''<'ft-t-*'035iPiC08^rf03+costf3i'3d^) 
d)i=flii(coe!(i«/pi+eo88iftcOB*id«i+coß?ipidii)+03](coö?lidei+tros5aeiCOB^d"s4-coB?3C><Wj) 
und dies gfbt, in (7) ein^tragen, folgende SL-hlußfoimeln: 

/Jan +4*'"™! /fai> + /|oij = >4 

dp, = <3j cos (tffej) -(- m^ cos «i)«*!'! + (?jCOs((^Gj) + mg cos Slj ) d p» 

-(-(gi cos(OfG^)4- ui^co8gi)(>iC0Hdidi'i + (v3C«8(GfÖj) + 1115 cos gi)p,c08*3duj j 
-+- <</, cos (GfGf) + 1115 cos ?,) p,d3. + (-/»cosCGf GJ) + n.^ cos «,) p,da, i 

(iCosa,d«.= <giCos(GfGf)+ mj cos 9,) dp, -1- ((/,co8(Gf GfjH- iii^cos'Jlj) dpi [ 

-H(giOoe(G*'«") + iiijcoBg,)p,cosaidni + (v.co6(G7f.'j)+iii^co8 5s)friC<'8^<'«>)(25)- 
+ iqi COS (GJGf) + mj cos ?.) pidJJ, + (</,co8(G,'G5) + m" cos ?ö p,d«, [ 

p.d J, = (^1 coB {0^a() ■+■ m< cos ai) dpi -t- (9,eoB(Gf Gj) + m« cos «j > dp] 1 

(-<yiC08(G*G;) + iii*eosSi)piC08^dui + 4y.,cos(G*6^)-(- mjcosgOeiCOSÖjdBa] 
■ -i-iq,cos(G';G'^) + m\<iOB9,)itd9, j 

«Äi, cosgi, coeS?!, cosSI., cosgj, C08?j zu 
zeigeu. 

CO« K] — sin @] sin (rj + wi) 
cos 5. = sin $ii Bin (r* +ms) 
COS Mti = Bin *n, sin (/^ + «,,) 

sin @i sin / 1 = cos {«1 — O') cos 9i 

sin C'i fiip/'f = sin Ä| sin j' -t- cos 3, iros i «in («1 — Si') 

cos Öl - sin ^1 cos (' — cos i'i sin T sin («1 -^ Si') 
sin ^1 sin/'* = — sin («i — ß') 
Bin4iiCOB/'j = cosi'cos(«i ~ß') 

cos ^1 ^ — sin i' cos («1 — iV) 
sin 9ii sin ' "J ^ — cus («i — O.') sin Si 
Bin9iicos/',^ = oos<li sin t' — ain^i cos»' sin («1 — fl'} 

cos ')ii « cos Si cos (' -i- sin i'i sin ;■" sin f«i — O') 
und entsprechend fttr den Ort 3. Damit folgt: 

cos Äi = cos («1 — Q,') cos Äi cos Ml 4- (»in 9i sin ! + co» fl| cos i" sin («» — fl')) sin ui 

= coB («1 — ß')cos Ai cos dl cos (dl — ß') + sin Si sindi -h cosÄi cosdi sin(ai— Si')£.-^«;.^^ 
= cos 81 cos di cos («1 — Ol) -I- sin 9i s'indi. 
Ebenso erliält man die anderen und alles zusammengestellt gibt: 

cos 'Hl = cos A| cos rfi cos (oi — di) + »in 3| sin d\ 

COB g, = — cos dl sin («1 — «i) 

ooe 81 = — (cos dl sin ^i cos («i — oi) — sin di cos öj ) 

cos Ä. = cos dl cos fli cos («» — On) + sin d» sin Ä, 

008 Sj = — COB dl sin («1 — «i) 

CO» tf j = — (cos dl sinös cosi.ij — Oi) — sindi cosij). 



+(9 


C08«J 


'e5) + . 


5 008 (■,>(.,«« 


Ks ist 


nan DOcli die 


Bereclimmg 


Es ist 










C4IS^I 


-sin 8, 


Bin (r;- + u,) 




cosS, 


-8ln$i, 


8in(r;-t-M,) 




COB», 


- Bin 91, 


sin(r,! + ,„) 
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Wie schon oben erwfihnt, trägt die Benut^nng einee EteraentensyateniH . welches den 
Beobachtungen i und 3 streng g^enttgt, wesentlich zur Vereinfachnnf der Formeln bei. Dn 
man also in praxi meistens diesen Fall ha-beifOhren wird, wollen wir lür ihn die Formeln 
nochmals zusammenstellen. 

giTOB*,(ii', ^(9iCoe{07 6";) + m" cos«,) dp, -+-(1^ cos («J 65) + mj cos flj)d{tj , 
(^,d^ — iq, cos (G* <J\) ■+■ m] cos Uli» dtn -t- <«, cos (Gj üj) + m\ cm *(j) di», 

COT {Gf tfj) = — cos 3, sin («, — «1) 

e08 (G* Gj) = coe ii sin *t ~ sin 3. cot Hi cot («. — «i) 

COT (G* (^) = — COT i) sin (b( — «j) 

cos (0* GJ) K COT di sin A« — an i, cot flj cos {"1 — nj) 

/^ — — n cos dl sin («i — ai) 

^ =n (cot Af sin dl — sin VcOTdi cOT((ti— ai)) 1 

/* — — n cos d, sin (ff, — a») \ 



/•; 


-»(0 


D*(a,8indi — 


sin 


Ä,COH 


idiCOTK- 


*)) 




= aiidri + oud'^ j 


■ an 


...» 


HB (17) oder 1 


laj) bezw. (24) 


inj 


— /Jan 


+ /J*, 












- sin S, 


1 sin dl + cof 
sin A + cot 




COT dl 
COT da 


COT (»1 — dl' 

COT (a« — a. 





(jleichungspaare (26} kann man so viele anfetellen, als man neben den Beobachtongen 
I und 3 noch Beobachtungen i mit dem aus i und 3 bestimmten EJenienteneysUim vet^icheii 
hat. Aus der (Gesamtheit aller ermittelt man d^i und dQt und dann schließlich mit 

«I *i ?i + dpi «3 9, ft+dpi 
die verbesserten Elemente. Es kann sich manchmal emplehleu, die verbesserten Elemente 
aus den Oertem i und i zu berechnen, wozu man di>i gebraucht. Man bat hierfür: 

dft = {qi cos (ÜP G[) -t- mP cot 'Hi} dpi + iq, cos (fff Gj) + uij cos «,) d^ 
/J = ri {cos dl coe Si cos («i — ai) + sin di sin Si) 
fl=- rti coe da COT Hl cos («, ~ m) + sin rfi sin A,> 

ml =^ f^an + f^a,. 

Es sei noch hervorgehoben, daU die obigen Formeln tUr jedes Koordinatensystem 
(iiltigkeit haben, daß man also unter a,d, . . . sowohl Kektaseensionen, Deklinationen, ... als 
I.Jlngen, Breiten, . . . verstehen kaun. 

Wir behandebi noch die Autgabe durch die ermittelten dfi und dci die verbesserten 
Elemente au! differenziellem Wege zn bilden. Setzt ras« in den Gleichungen (D*) (Seile 9) dif* 
und dx gleich N'ull, sehreibt statt x^. einfacher); und fügt allen Größen die Inilize« i bezw. 3 
an, so hat man die 6 (Gleichungen: 
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o = — sin tpi (f n + cos Vi ri äxn 

dpi ^ (coBifiirfri 4- ein Vindü-j) ein^i + eo8;i:iriAti 
o = — simh dri + cos if, n du.-, 
o^ (cöB v^drt + 6iD ihn({u-])cosxi —smxi'-idnt 
dl>, = (coe ipidn + Biij ■(',r](iwi)6iQ2i +eo8/,rjdwj 
Aus <lea b«ideu letzten (ileichnjogea jeder Gruppe folgt: 
rydni =eoaxidi>i 
n dn, ^coBxtdfii 
uimI aus den beiden ersten in Verbindung mit den eben ermittelten Ausdrücken von r,((n, 
tmii ndm: 

dn = cos ^1 sin Xid^ 

n dwi = Bin Vi sin X\ dui 

drs = cos <pi sin xi dtt 

ridwj ~»mif)i BinxidQi 

P'Uhrt man durch die Hleicbungen: 

r, dni — rt cow vi di -+- ri sin Pi d»' 
rjd«i = n cos p^dJ. -+- rj sin wd»' 
und durch die für die Iwiden Oerter angesetzten ß). (4) (Seite 13} die P^leniente Mn, p, % x, i, * 
ein, so kommt: 

Pi cü!iVidX-t-risiuvidf = co8XidQi 

Ti costidl + Fi Bmvidf^cmxidfix 

fltgfli sin i)|(/afo + (atg<p Sinti, (<, —io)— * rm Vi) rff« — a cos 7 coBw,dT = co8ipi sinjidpi 

- coetfdMt + - cos T ('1 — (0) rf/« + a cos T (i + '^'|öintiidv + ridx = sin tfi sin^i'^lh 

d Ig 9 sin t^ dif« + f a Ig if sintij ((, — fc,) — * r,a'/i) d/* — ac08i]pco8tijdi]t"-C08itt smxzdi's 

cos iprfA/'« + " eo8 (f (^ — (0) dii + a cos t 1 1 + "^'1 sin vidai + r,dK = sin Vi sin 71 dft 

wo mit (« die Epoche der Elemente bezeichncl ist. Eiufacliere ( JleittiUDgen kann man 
Hiebt aufstellen. Wenn nun auch die bciiien ersti-n verhUttnismitUJg ruüch dX und dr tmd 
ilamit dl und dSi ergeben und wenn man auch dir übrigen noch etwas vereinfachen kaim, 
indem man die Epoche f, mit der Zeit eines der beiden Oerter zusamnieiiEallen lüöt, sn 
irlordert doch die Bestimmung von rf.l/o, . . . enlschi<'den mehr Arbeit als die direkte 
Berechnung und nmn wird daher von obigen h'omieln nur ausniihnisweise Gebrauch lunchen. 
Als Beispiel der oben ttu&'inan<lergesetzteii SIeihode der Bahnverbesseruiig (Jonneln 26) 
»'Ihlen wir folgende von Herrn Berberich berechnete Bahn von (434) Uungaria: 
A> 1898 Sept. 15,; 

üi IM 59 34.71 
Q. 174 39 33.0} 1900.0 



." I30«.44S 
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welche aus 3 Beobachtungen von 1898 Sept. 1^.5, Okt. 10.5 und Xov. 12.5 hervorgegangen ist, 
diese Oerter vollstSndig darstellt, von einer spateren Beobachtung von 1899 Jan. 6.3 aber 
folgende Abweichungen 

coa lidat = ■* 11.4 tSi^— IM (B.— R.) 

aufweist. Mit a und S sind hier Längen und Breiten bezeichnet; ich habe überhaupt das 
System der E^iptik zu Grunde gelegt, da dann ans der Bahnrechnung eine Anzahl 
von Großen direkt hertlbergenonunen werden konnte. Diese GrO&en seien zuerst zu- 
Banunengestellt, allcB auf Ekliptik und Aequinoktitun 1900.0 bezogen 



■InA 



eo»S 



= 189g Sept. 15.5 
= 1898 Nov. ia.5 
= 1898 Dez. 37.3 



355 56 "o 

J4; w 49-0 
4 8 59-7 



7.59J061 9-999997 
9.34»iii. 9.9>9a43 
9.413061. 9.984MI 



J54 »4 3Ö.8 
IS 17 "•* 



sind 
7.«SS4o8 
9. »59796- 



9.931500 
0.098111 
0.179564 



0.169154 
0.1S0448 
0.191673 



Ii'ür die Zeit (, sind hier die mit den Elementen gerechneten Koordinaten ange- 
geben, während die Beobachtung getielert hatte: 



und dann nach (24) 



a = 4° 9 11.6 


a=-ii 


S »I 39-S. 


r'! 


9.999009 
0.187890 
9.97436». 




ibs'Bchen Formeln 


(") 




By 8.940904 A 
Bi 9.593439. ** 

B, 8.841837. 


9.975353. 

o.ilSggi 


ai 9-977»»*- 
« 0.159636 


«11 8.5713 

«IJ 8.4709, 




-.. 8.47«9. 
n.l 9-J»'5 


f\ 9-4975- 
f) 9-6888 




f\ 9.S619 
f\ 9.35»8 


m\ 8.0596 




m; 8.9»7i 
m* «.5985 


coa «1 9-9998 




c«.a, 9.9468 


tM(^Gp 9-4564 


CO» 


(ö«oj) 9.4494. 
(a«ej) 8.5483 



und schlieUlich die Gleichungen 

(8.7719] dpi * [9.3497-1 *n = [S-779°J 
[9-i3S3-J*pi +{>-7»77] *fi = [S-«6i7K], 
worin die rechten Seiten in Teilen des Radius angesetzt sind. Die AuflOsunf ergibt: 



>y Google 
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dp, = [4.614] de* = t6-4»7S.] 

Oder 

d losfi B + 0.000001 dhtgft = — o.ooo^93 

Mit den Diatanzen 10^^1 = 9.931502, log «> » ao98oa9 erhält man die Elemente: 

h 1S98 S^t. 15.S. 

, Jf 48 4j' 44'-4 

«• 'iJ 9 3*-3 1 

Si "74 39 J3J \ <9«'-o 

f » ]o 14.1 I 

f 4 tJ S»-9 

^ i3o!'.'47o 

loK • o-iSSSiS 
welche für Dez. 37.3 ergeben: 



sodaß jetzt mit der Beobachtung eine für eechsetellige Bechnung mehi- äie genügende Ueber- 
eiPHtimmung erreiclit ist. 



Bachdruckarei A. W.Scbade, Berlin N., Sehuliendorlsnlr. 3& 
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